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Cuando hay mils de dos cargas -que es cuando la vida es .interesante- debemos 
complementar la ley de Coulomb con otro hecho de la naturaleza: la fuerza sobre 
cualquier carga es la su'.11-a vectorial de las fuerzas culombianas provenientes de cada 
una de las otras cargas. Esto se conoce como "principio de superposici6n ''. Esa es 
toda la electrostiltica. Si combinamos la ley de Coulomb con el principio de superpo
sici6n no hay nada mils. Las ecuaciones (4.5) y (4.6) -las ecuaciones de !a elec
trostiltica- no dicen ni mils ni menos que esto. 

Al aplicar la ley de Coulomb, es conveniente introducir el concep!o de campo 
electrico. Decimos que el campo IE(l) es la fuerza por unidad de cargo que 
actUa sobre q 1 {debida a todas !as otras cargas). Dividiendo la ecuaci6n (4.9) por 
q 1, tenemos, cuando hay una carga ademful de q 1, 

E(l) = 4;Eo ~tu. (4.l!) 

Ademils, consideramos que IE(I) indica algo acerca de! punto (!) aunque q1 no esti: 
alli -suponiendo que todas las otras cargas mantienen la misma posici6n-. Decimos 
queE(l)eselcampoelb:trico en (l). 

El campo electrico IE es un vector, por lo que la ecuaci6n (4.11) significa real
mente tres ecuaciones: una para cad a componente. Escribiendo expllcitamente la 
componente x, la ecuaci6n (4.11) significa 

y anitlogamente para !as otras componentes. 
Si hay muchas cargas presentes, el campo E en cualquier punto (I) es una suma 

de las contribuciones provenientes de cada una de las otras cargas. Cada ti:rmino de 
la suma tendril e! mis mo aspecto que (4.11) o (4. I_ 2). Si qi es el valor de laj-esima carga 
y r ,1 es e! vector que va de q1 al punto (I), escribimos 

(4.13) 

Locual significa, naturalmente, 

Muchas veces es conveniente ignorar que las cargas vienen en paquetes come 
electrones y protones, y considerarlas diseminadas en forma continua -en wia ~dis
tribuci6n ~ como se le llama-. Esto estil muy bien mientras no estemos interesados en 
lo que ocurre en una escala demasiado pequefia. Describimos una distnbuci6n de 
cargas por medio de una "densidad de carga" p(x, y, z). Si .1q1 es la cantidad de 
carga contenida en un pequefio vo!umen t. V1 ubicado en e! punto (2), p estil defi
nida por 

b.q2 = p(2)!1.V2. (4.15) 
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en ve:z de JE? Si. Hay una sola integral para rp, mientras que hay tres integrales para 
E --porque es un vector-. AdemM, 1 /r es generalmente un poco mils flicil de inte
grar que x/r3. En muchos casos prilcticos resulta que es mils fii.cil calcular rp y luego 
tomar el grad1e11te para hallar el campo eli!ctrico, que calcular las tres integrales 
correspondiente a JE. Es sencillamente una cuesti6n prilctica. 

Hay tambihl un significado fisico mils profundo para el potenciai rp. Hemos 
demostrado que el IE de la ley de Coulomb se obtiene de IE = -grad ip, cuando l{J 
estil dado por (4.22). Pero si lE es igual al gradiente de un campo escalar, sabemos 
por el ana.Jisis vectorial que el rotor de IE debe ser cero; 

w XE= 0. (4.29) 

Pero 6sta es precisamente nuestra segunda ecuaci6n fundamental de la electrostiltica, 
ecuaci6n (4.6). Hemos demostrado que la ley de Coulomb da un campo IE que satis
face esa condici6n. Hasta ahora todo estil correcto. 

En realidad habiamos demostrado que V x lE era cero antes de definir el po
tencial. Habiamos demostrado que el trabajo reaiizado a lo largo de un camino ce
rrado es cero. Es decir que 

para ~ualquier camino. Vimos en el capitulo 3 que para cualquier campo de este 
tipo \7 x IE debe ser cero en todas partes. El campo electrico en la e\ectrostiltica es 
un ejemplo de campo a rotor nulo. 

Pueden practicar su anii.lisis vectorial demostrando de un modo diferente que 
'\J x lE es cero: calculando las componentes de \7 x IE para el campO de una carga 
puntual dado por la ecuaci6n (4.11). Si obtienen cero, el principio de superposici6n 
Jes dice que obtendrian cero para el campo de cualquier distribuci6n de carga. 

Debemos seiialar un hecho importante. Para cualquier fuerza radial el trabajo 
realizado es independiente de! camino y existe un potencial. Si lo piensan un poco, 
todo el razonamiento que hicimos mils arriba para demostrar que la integral del 
trabajo era independiente del camino, dependia lmicamente de que la fuerza debida a 
una sola carga era radial y con simetria esferica. No provenia de que la dependencia 
de !a distancia era como l /r2 --podrla haber habido cualquier dependencia de r-. La 
existencia de un potencial y el que el rotor de !E sea cero, proviene en rea!idad s6lo 
de la simetr!a y de la direcciOn de las fuerzas electrostilticas. A causa de esto, 
la ecuaci6n (4.28) --o la (4.29}- pueden contener s61o una parte de las leyes de la 
electricidad. o:--

4l-S lE] O!!jo d11: E ,ji{. i 

Ded1:1ciremos ahora una ecuaci6n de campo q~e~de especifica y directa
mente de que la ley de fuerza es una ley la inversa de! cuadrado. Algunos conside
ran que es "sencillamente natural" que el campo varie con la inversa del cuadrado 
de la distancia, porque "esa es la manera en que las cosas se difunden". Tomen 
una fuente !uminosa: la cantidad de luz que atraviesa una superficie determinada por 
un cono con su vertice en la fuente es la misma, cualquiera sea el radio a que se 
coloque la superficie. Debe ser asi para que se conserve la energia luminosa. La 
c.antidad de luz por unidad de area -la intensidad- debe variar inversamente a la su
perficie cortada por el cono, es decir, con la inversa del cuadrado de la distancia 
a la fuente. iEstil claro que el campo e!OCtrico debe variar inversamente 
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= 0. (4.30) 



Fig 4 8 S1 LJna carfl<l derHro de 
P.lfl'.IJOSi·l1ente11oescero 



Fig. 4-10. El flujo a travl!s de una su
pert1c1e estenca que contiene una carga 
puntualqesq/E 0 • 

y est:i. dirigido segiin la normal a la superficie. Encontramos el flujo total a travei de 
S' multiplicando esta componente normal de E por el :i.rea de la superficie: 

Flujo a travei de la superficie S' = (-4
1 ~) (4"ll"r2 ) = !L, (4.31) 

"ll"t'or Eo 

jque es un nUmero independiente de! radio de la esfera! Sabemos entonces que el flu
jo que sale a traves de S tambi6n es q/t. 0 --que es un valor independiente de S mien
tras lacarga qestedentro. 

Podemos escribir nuestras conclusiones como sigue: 

J Enda= q . l O; q fuera de S 

cualquier superficie s £;;' ' q dentro de S 
c.e.."'"'il-.w 

(4.32) 

Volvamos a nuestra analogia de las "balas" y veamos si tiene sentido. Nuestro 
teorema dice que el flujo neto de balas a traves de la superficie es cero si la super
ficie no encierra el arma que dispara las balas. Si el anna est:i rodeada por una su
perficie, cualesquiera sean su forma y su tamaiio. el nUmero de balas que atraviesa 
esa superficie es el mismo -estil dado por la rapidez con que el arma genera las ba
las. Todo parece muy rai.onable para balas que se conservan. Pero ~acaso nos 
dice el modelo algo mils que lo que obtenemos escribiendo simplemente la ecua
ciOn (4.32)? Nadie ha logrado que estas ""balas" hagan algo mils que producir esta 
{mica ley. Despues de eso no producen .;ino errores. Es P9f eso que hoy preferimos 
representar el campo electromagnetico en forma puramente abstracta. 

<il-6 Ley de Gae.ss; hn divergeirucia Ille lE 

Demostramos nuestro bonito resultado, ecuaciOn (4.32), para una sola carga 
puntual. Supongan ahora que hay dos cargas. una carga q 1 en un punto y una carga 
q2 en otro. El problema parece m:is dificil. El campo electrico cuya componente 
nonnal integramos para el flujo es el campo debido a ambas cargas. Es decir, si 
E 1 representa el cam po e!i:ctrico que habria producido q 1 sola y IE 2 representa el 
campo eli:ctrico producido por qi sola, el campo electrico total es IE= E 1 + 1Ei- E! 
flujo a traves de cualquier superficie cerrada S es 
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Fig. 4_ 1 1 Usando la :ey de Gauss pa.-a 
esfera uniformed& 





garantizar que hay el mismo nUmero de Jineas a cualquier distancia si insist!mos en 
que las lineas sean contimws -que una vez que tma linea comenz6 en la carga, 
nunca se detiene-. En e! lenguaje de lineas de campo, la ley de Gauss dice que las 
lineas deben comenzar Unicamente en las cargas positivas y terminar en las negati
va>. El nUmero que sale de una carga q debe ser igual a qftw 

Ahora bien, podemos encontrar una imagen geometrica similar para el potencial 
IJ). La manera mils facil de representar el potenc1al es dibtJjar superficies sobre las 
cuales 1•i es constante. Las !lamamos superficies equipotenciales -superficies de igual 
potencial-. Ahora bien, (.Cuhl es la relaci6n geomCtrica entre superficies equipotencia
les y !ineas de campo? EJ...s...wr:po electrico ~s el.g!~9-i~t_e _de! potenc_i~~!R~e 
estii._ en la ~irecci(~m -~!!- <;l!.IJ':. el potencial varia mas pi.pidarnente. §[en_do po_0.Q.1anto 
~re_endicufar a una §Uperf:iuie_e_q1:1ipotencial. Si IE no fuera perpendicular a la super
fkle. tendna una compo'!~~tc segiin !a superficie. El potencial estaria variando sobre 
la superticie, pero entonces no seria una equipotencial. Las superficies equipotencia
les deben ser ~ntonces perpendiculares en todo punto a las lineas- de campo_:_ - - -

Fig 4-13. Uneas de campo y equ1potenc1ales de dos cargas puntuales 1guales y 
opuestas. 
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5 

Aplicaciones de la ley de Gauss 

5- I La elecnrostlitica es la ley de Ga11ss 5-6 Ei piano eargado; dos pla111os car-
mlis-. gados 

5-2 El eq11ilibrio CHl u11 campo ti«- 5-7 La esferlll cargada; cascari:m es-
trost2itico fCrieo 

5-3 El equilibrio e11 presencia de corn- 5-8 1,fa el cam po de una carga p1mWa1 
ductores exaelamen!e l/rl? 

5-4 Esnabilidad de los &tomos 5-9 los campos de 1111 coa1ductor 

5-5 !El campo !lie 111t1a li111ea cargada 5- IO IE! campo e11 tma cavidad de 0111 

eondlllctor 

5-ll ll...a e!ecttrostlitica es ia ley de Gauss u:niis-. 

Hay dos !eyes en la electrostii.tica: que e! flujo de un campo electrico sa!iente de 
un volumen es proporcional a la carga dentro de el -ley de Gauss-, y que la circula
ci6r. de un campo elb:trico es nu!a -IE es un gradiente-. Todas !as predicciones de la 
electrostiltica se derivan de estas dos !eyes. Perodecirestascosas rnatemil.ticamente 
es una cosa. y utilizarlas con facilidad y con un cierto grado de habilidad es otra. 
En este capitulo efectuaremos una cierta cantidad de ca.Jculos que pueden ser reali
zados directamente aplicando la ley de Gauss. Vamos a demostrar ciertos teoremas 
y a describir ciertos fen6menos, en particular en los conductores. que se pueder. 
comprender fitcilmente a partir de la ley de Gauss. La !ey de Gauss por si so!a no 
puede dar la soluci6n a algunos problemas. dado que la otra Jey tarnbi61 debe cum
plirse. Asi pues, cuand.o utilicemos la ley de Gauss para la resoluci6n de problemas 
particulares. deberemos agregar algunas cos as. Deberemos presuponer, por ejemplo, 
algunos conceptos sobre la forma del campo -basados. por ejemplo, en argumentos 
de simetria-. 0 bien deberemos introducir especlficamente la idea de que el campo 
es e! gradiente de un cierto potencial. 

5-1 El equilibrio en un campo electrostil.tico 

Consideremos primero ei siguiente prdblema: z.culliido una carga puntual puede 
estar en equilibria mecitnico estable en el campo e!b:trico de otras cargas? Como 
un ejemplo imaginemos tres cargas negativas en. los vertices de un triil.ngulo equi
littero en un plano horizontal. i,Puede una carga positiva ubicada en el centre per
maneccr en repose? (para simplificar el problema no tendremos en cuenta la grave
dad. aunque si la tuvibernos en cuenta 

S·l 





Si cada una de las dos cargas q1 y q2 esti en el espacio libre, V · IB 1 y V · IE 2 son 
cero, y \l . IF es cero -y no negativo, como seria necesario para el equilibrio-. Pue
den ver que por extensi6n de estos razonamientos se puede demostrar que ni~guna 
combinaciOn rigida de un nUmero cualquiera de cargas puede tener una posic10n de 
equilibria estable en el campo electrostitico en e! e~pacio libre. 

-1<4·~*'X 
hueco Fig. 5-2. Una carga puede estar en 

equ1libriosihayvfnculosmec8nicos. 

Pero no hemos demostrado que el equilibrio estii. prohibido si existen pivotes u 
otros vinculos meciinicos. Como ejemplo, consideremos un tubo en el cual una carga 
se puede mover hacia adelante y hacia atrits a lo largo del mismo, pero no bacia los 
costados. Ahora es mliy fii.cil construir un campo elfctrico que en los extremos del 
tubo este dirigido hacia el interior, a condici6n de que pueda apuntar hacia afuera 
en las cercanias de! centro de! tuba. Ubicamos simplemente cargas positivas en cada 
extrema del tuba, coma en la figura 5-2. Puede haber ahora un punto de equilibria 
aunque la divergencia de E sea nula. La carga, por supuesto, no estaria en equili
bria estable para los movimientos laterales, si no fuera porque existen fuerzas 
no elettri<:as provenientes de las paredes del tubo. 

S-3 El equillibrio en presend.m de emlldu1:tores 

No hay µna posi<:i6n estable en el cam po __ de un sistema de carg_~s fijas. i, Y en 
el caSO-d"e-iin sistema de cOnaucm-teS <:ifgidos? i,P.E_aj_~l)-~i'!~~-~~-~f§i:@u_i;:_tores 
cargados producir un campo que pueda tener un punto de. equilibrio estable para 
Uria carga puntual'! (queremos indicar, por supuesto, un punto que no .t;:§ti: sabre un 
cc;i~ductor). Ustedes saben que los co_nductores tienen la propiedad de_ que _en ellos 
las cargas pu~i:;i:i moyerse lilJ:rerrieiite. i_,Quizits <:uando una carga puntual se CfoSpla
<:e ligeramente, las otras <:argas en el conductor se muevan de ta! manera que den 
una fuerza restauradora sobre la carga puntual? La respuesta sigue sie11do_.Qo 
-aunque la demostraci6n que acabamos de hacer no es apllcab!e-. Ila demostradOn 
para este caso es mucho mils dificil y solamente indicaremos el camino a seguir. 

Primeramente, notemos que cuando las cargas se redistribuyen sohre-el conduc
tor, pueden hacerlo solamente si su movimiento implica una disminuci6n de Su 

~ energia potencial total; (una parte de esta energia se pierde en forma de <:alor 
~ cuando se desplazan en el conductor). Ahora bien, ya hemos demostrado que si las 

cargas que producen un campo son estdticas existe cerca de todo punto P0 donde el 
campo es nulo, alguna direcci6n para la cual el alejamiento de una carga desde 
P0 produciril. una disminuciOn de la energia del sistema {puesto que la fuerza es de 
apartamiento de Po). Cualquier reajuste de las cargas en las conductores puede 
solamente disminuir la eyi.ergia potencial aim miis, de tal modo que (por el principio 
de los trabajos virtuales) S!.l movimiento so!amente aumenlard la fuerza en esta 
direcci6n particular a parfu de P0 y no a la inversa. 

Nuestra <:onclusi6n no significa que no es posible equilibrar una <:arga por medio 
de fuerzas electricas. Esto es posible si se acepta controlar la posi<:i6n o el tamaflo 
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La estabilidad de loo itomos se explica ahora en tttminos de la mecinica cuiln
tica. Las fuerzas e!ectrostiticas empujan el electr6n tan cerca de! nllcleo como sea 
posible, pero el electr6n es obligado a mantenerse estable en una cierta regi6n de! 
espacio y a una distancia del mi.c!eo dada por el principio de indeterminaciOn. Si se 
encuentra confinado en una regi6n muy pequeii.a de! espacio, tendr.ii una gran inde
terminaci6n en su momentum. Pero esto significa que se deberii esperar que tenga 
una gran energia -:la cual es utilizada para escapar de !a atracci6n electrica-. El 
resultado neto es un equilibrio elictrico no muy diferente de! imaginado por Thomp
son -solamente que ahora es la carga negativa la que se mantiene en e! exterior 
(puesto que la masa de! electr6n es mucho menor que la de! prot6n). 

5-5 !El campo de umn lfunea carga&! 

Se puede utilizar la !ey de Gauss para resolver cierto nfunero de problemas de 
campo electrostittico que tengan una simetria especial de ordinario esferica, cilin
drica o p!ana. En el i;urso Ce este capitulo aplicaremos la ley de Gauss a unos 
pocos problemas de este tipo. La facilidad con que se pueden resolver estos proble
mas da la impresi6n equivocada de que el metodo es muy podemso, y que podria 
ap!icarse con igual facilidad a otros problemas. Desafortunadamente no es asi. No 
son demasiado numerosos los problemas que se pueden resolver facilmente con la !ey 
de Gauss. En los capitulos siguientes desanollaremos metodos mits poderosos para 
investigar los campos electrostitticos. 

Como primer ejemp!o, consideremos un sistema con simetria cilindrica. Suponga
mos que se trate de una varilla suficientemente larga y cargada unifonnemente. 
Por esto queremos significar que la carga elE:ctrica estit distribuida uniforme
mente a lo larg.o de una linea recta indefinida, con una carga .A por unidad de 
!ongitud. Deseamos conocer el campo elOCtrico. El problema, por supuesto, puede 
ser resuelto integrando la contribuci6n al campo de cada una de las partes de la 
!inea. Pero lo haremos sin recurrir a la integraciOn, por medio de la ley de Gauss y 
de a!gunas suposiciones. Primeramente supongamos que el campo elictrico es radial 
y ditjgido hacia fuera. Cualquier componente axial debida a las cargas de un !ado 
estani. acompaiiada por una componente axial igual de las cargas de! otro !ado. El 
resultado puede ser solamente un campo radial. Es entonces razonable pensar que el 
campo debe tener el mismo mOdu!o en todos los puntos equidistantes de la linea. 
Esto es evidente; (no es fi\.cil de demostrar, pero es viilido si el espacio es simetrico 
--como creemos que es-). 

--~,,' 
# . ' 

supe_rficie ?'-
gaus1ana linea"-. 

cargada 

Fig. 5-5. Superficie cdindricagausiana 
coaxialconunacargalineaL 

Podemos usar ta ley de Gauss de la siguiente manera. Consideremos una superti
cie imaginaria con !a forma de un cilindro coaxial con la linea, como se muestra en 
lafigura5-5. 
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L~ carga der1tro de la gausic11a el producto del volumen por p. 

l_Jt;linndo la 

E = -'.E- (r < R) 

"" 
(5.7) 





observaci6n a Priestley, fste le sugiri6 que dicho fen6meno deberia estar relacionado 
con una ley de dependencia con I /r2, puesto que se sabia que un cascar6n esffu-ico 
de materia no producia campo gravitatorio dentro de el. Pero Coulomb no realizO 
sus mediciones para la comprobaciOn de la dependencia con la inversa de! cuadrado 
de la distancia sino 18 aiios despu6s y la ley de Gauss llegO aUn mi~ tarde. 

'"2~ 
~sJ:~:· - + 

cargada • • • 

ais!ador electr6metro 

Fig. 5-10. El campo e!ectrico es nulo 
dentro de un cascar6n conductorcerrado. 

La ley de Gauss ha sjdo verificada cuidadosamente colocando un electr6metro 
dentro de una gran esfern y observando si se produce una desviaciOn en el electrO
metro cuando se carga la esfera a tensiones altas. Los resultados han sido siempre 
rmlos. Conociendo la geometria del aparato y la sensibilidad de! medidor, es posib!e 
calcular el campo minirno que podria ser observado con tales instrumentos. A partir 
de estos c.itlculos es posible dar un lirrlite superior para la desviaciOn de! exponente 
de! nllmero 2. Si escribimos la fuerza electrostittica co mo dependiendo de r2 + ', 
podemos encontrar un Jimite superior para £. Por medio de este metodo Maxwell 
determinO que c era menor que I /I0.000. El experimento fue repetido y mejorado en 
1936 por Plimpton y Laughton. Encontraron que el exponente en la ley de Coulomb 
diferia de 2 en menos de un milmillonfsimo. 

Esto nos l\eva a una cuesti6n interesante; l,Con que precisiOn sabemos que vale 
la !ey de Coulomb en diferentes circunstancias? Las experiencias que acabamos de 
describir muestran la dependencia de! campo con la distancia para distancias del 
orden de unas decenas de centimetros. Pero l,que sucede a distancias de! orden de 
las existentes en el interior de un iltomo? -en el B.tomo de hidr6geno, por ejemplo-, 
lPodemos pensar que el nU.cleo atrae al electrOn seglln la misma ley de la inversa 
de\ cuadrado? Es correcto que la mecinica cuii.ntica debe ser utilizada para describir 
el comportamiento mecimico del electrOn, pero la fuerza actuante es la fuerza elec
trostii.tica. En la formulaciOn deJ problema, la energia potencial de un electrOn debe 
ser conocida en funciOn de la distancia al nllcleo, y la ley de Coulomb da un poten
cial· que varia con la inversa de la distancia a la primera potencia. l,Con que preci
siOn se conoce el exponente para estas distancias pequei'ias? Como resultado 
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de forma cualquiera. En otras palabras, !as experiencias dependian de I /r2, pero no 
tenian nada que ver con que la superficie fuese esferica (excepto que en una esfera es 
fa.cil calcular c6mo serian los campos si Coulomb se hubiera equivocado). Tratare
mos ahora este tema. Para demostrar!o es necesario conocer algunas de las propie
dades de los conductores de electricidad. 

5-9 Los ealllllpos de llW eond111e~or 

Un conductor el&trico es un s6lido que contiene muchos electrones "libres". 
Los electrones pueden de:iplazarse en el interior de la materia, pero no pueden dejar 
la superficie. En un metal existen muchos electrones libres de manera que un campo 
elfftrico puede poner en movimiento gran cantidad de ellos. La corriente de electro
nes establecida de esta manera necesita para mantenerse una fuente externa de ener
gia; en caso contrario el movimiento de !os electrones cesara cuando se haya 
des:-:3.fgado !a fuente que produjo el campo inicial. Bajo condidones "electrostliticas~ 
no necesitamos considerar una fuente continua de corriente (lo consideraremos mils 
ade!ante cuando estudiemos la magnetoestittica), y entonces los electrones se despla
rnrfui solamente hasta que produzcan un campo nulo en todo punto interior de! 
condu.ctor; {esto sucetle generalmente en una pequeiia fracci6n de segundo). Si exis
iera un campo remanente este fon:aria el movirniento de nuevos electrones; la Unica 
soluci6n e!ectrostiitica posib!e es que el campo sea cero para todo punto interior de! 
conductor 

Consideremos ahora el interior de un objeto conductor cargado; (por "interior~ 
'.jueremos indicar dentro de! metal mismo}. Como el metal es un conductor, el cam
po interior debe ser cero y, por lo ta~to, e! gradiente de! potencia! rp es cero. Esto 
significa que ip no varia de un i5'trfto'~ a ·otro. Todo conductor es una regi6n equipo
tencial y su superficie es una superficie equipotendal. Como en un material conduc
tor el campo elb:trico es cero en todo punto, la divergencia de .E es cero y por la ley 
de Gauss la densidad de carga en el interior de! conductor debe ser cero. 

Si no pue<le haber cargas en el interior de un conductor z,c6mo puede cargarse? 
~que queremos i>1dicar cuando decimos que un conductor esta "cargado"? i:D6nde 
esriJ.n las cargas? La respuesta es que se encuentran en la superficie de! conductor, 
donde existen fu~1"tes fuerzas que Jes impiden abandonarla --e!las no son completa
mente "hbres". Ct.:ar.do estudiemos !a fisica de! estado sO!ido, encontraremos que el 
exceso de cargas de cualquier conductor se encuentra en promedio hasta una distan
cia de l~ su~erficie del orden de una o dos veces el diimetro at6mico. Para lo que 

interes1; aqui es suficientemente preciso decir que si se coloca cualquier carga 
o dentro de un conductor. se ubicar!i en la superficie del rrijsmo; no puede 
ca•gas en el interior de un conductor. 

el campo 
n0rmal a 
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Fig. 5-12. ,cual es el campo en el in
terior de una cavidad vacia en un con
ductordeformacua1quiera} 

Lo que sucede realmente, par supuesto, es que dos cargas iguales y de signo 
contrario en la superficie interior se desp!azar8.n hasta encontrarse y compensarse 
por completo. Podemos mostrar que se cancelan completamente utilizando la ley de 
que la circulaciOn de IE es siempre cero (electrostittica). Supongan que hubiera car
gas en alguna parte de la superficie interna. Sabemos que debe haber un nllmero 
igual de cargas opuestas en algUn otro lugar. Entonces toda linea de IE debe partir 
de una carga positiva y terminar en una negativa (puesto que estamos consi
derando solamente el caso en que no hay cargas libres en la cavidad). Imaginemos 
ahora un lazo f que cruce la cavidad a lo largo de una linea de fuerza desde una 
carga positiva hasta una negativa y que retome al punto de partida a travi:s de! 
conductor (coma en la Fig. 5-12). La integral a lo largo de tal linea de fuerza desde 
la carga positiva hasta la negativa no seri nula. La integral a traves de! metal es 
cero, puesto que E = 0. Entonces tendriamos 

Pero !a integral de linea de lE a traves de cualquier curva cerrada en un campo elec
trostlitico es siempre cero. En~onces no puede haber campos dentro de una cavidad 
vacia, ni cargas en la superficie intema. 

Observen cuidadosamente una importante distinciOn que hemos hecho. Hemos 
dicho siempre .. dentro de una cavidad vacia". Si se co!oca algunas cargas en cierto 
lugar fijo en la cavidad --como sabre un aislador o sabre un pequeilo conductor 
aislado del conductor principal- podrli haber campos en la cavidad. Pero entonces 
no serli una cavidad ""vacia". 

Hemos demostrado que si una cavidad estit completamente encerrada por un 
conductor, ninguna distribuciOn estlitica de cargas en el exterior puede producir 
campos en el interior. Esto explica el principio de "b\indaje~ de un equipo elb::trico 
que se consigue ubicil.ndolo dentro de una caja metilica. Los mismos razonamientos 
pueden ser utiliiados para Qemostrar que ninguna distribuciOn estii.tica de cargas en 
el interior de un conductor cerrado puede producir campos en el exterior. jEl blin 
daje funciona en los dos sentidos! En electrostii.tica -pero no en campos vruiables
!os campos a las dos !ados de una celda conductora cerrada son completamente in
dependientes. 
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No vamos a escribir las fOnnulas par& e1 campo electrico, pero siempre podremos 
calcularlo una vez que tengamos e1 potencial. Asi pues, hemos resuelto el problema 
de dos cargas. 

Fig. 6~ 1. Un dipolo: dos cargas, + q y 
--q, au~adistanciad. 

Hay un caso especial importante cuando las dos cargas estio muy cerca una de 
, \ otra -o sea que esta~os inter.o.saW?s im.ic.amente en los campos a_ distancias de Ja§ 
'. cargas que son grandes frente a SU SeparaciOn. Uamamos dipolo a ese pa:(Qi:C3rgas 
, muy juntas. Los dipolos son muy comunes. 

- A menudo se puede aproximar una antena "dipolar" por medio de dos cargas a 
corta distancia -si no nos interesa el campo muy cerca de la antena; (por lo comim 
estarnos interesados en antenas con cargas en movimiento; en realidad entonces no 
sirven las ecuaciones de la e1ectrost8.tica, pero para ciertos fmes constituyen una 
aproximaciOn adecuada). 

Los dipolos atOmicos son quiza mas importantes. Si hay un campo e!Cctrico en 
cualquier material, los electrones y los protones experimentan fuerzas opuestas y 
se desplazan unos respecto a otros. Como"recordar3n, en un conductor algunos elec
trones se mueven hasta la superficie de modo que el campo es cero en el interior. En 
un aislador los electrones no se pucden alejar mucho; est3n retenidos por la atrac
ciOn del nU.cleo. Sin embargo, se corren un poquitito. Asi pues, aunque un ittomo, o 
una molfcU.la, siga siendo neutro en un campo electrico externo, ha:Y una pequeiii
sima separaciOn entre las cargas positivas y negativas por lo que se convierte en un 
dipolo microsc6pico. Si estamos interesados en los campos de estos dipolos atOmi
cos en las cercanias de objetos de tamaiio ordinario, estamos considerando distancias 
grandes frente a la separaciOn de los dos pares de cargas. 

En algunas rnol&:ulas las cargas est8.n un poco separadas aun en ausencia de 
campos extemos debido a la forma de la molCcula. En una molCcula de agua, por 
ejemplo, hay una carga negativa neta sobre el ittomo de oxigeno y una carga positiva 
neta :robre cada uno de los dos ittomos de hidrOgeno, los cuales no est3n colocados 
simetricam.ente sino como en la figma 6-2. Aunque la carga total de la molfcula 
sea cero, hay una distribuciOn de carga con un poco mils de carga negativa de un 
!ado y un poco 
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(6.!i) 

& = - ,,-



Esta ecuaciOn es igual a la (6.16) si ponemos qd = p e introducimos de nuevo el 
l /4?Tt 0 . Mirimdolo de otra manera, vemos que el potencial de un dipolo, ecuaciOn 
(6.! 3)- se puede interpretar como 

(6.20) 

donde '110 = l /4nt 0r es el poter.cial de una carga pwitual unitaria. 
Aunque siempre podemos hallar por integraciOn el potencial de una distribuciOn 

de carga conocida, a veces es posible ahorrar tiempo obteniendo la respuesta con 
una trampa ingeniosa. Por ejemplo, muchas veces se puede recurrir al principio de 
superposiciOn. Si se nos da una distribuciOn de carga que se puede construir a partir 
de la suma de dos distribuciones para las cuales ya se conoce el potencial, es filcil 
encontrar el potencial deseado sumando simplemente los dos conocidos. Un ejemplo 
de esto es nuestra deducciOn de (6.20), otro es el siguiente. 

Supongan que tenemos una superficie esferica con una distribuciOn de carga su
perficial que varla como el coseno de! 8.ngulo polar. Para esta distribuciOn, la inte
graciOn es bastante complicada. Pero aunque parezca sorprendente, se puede anali
zar esta distribuciOn mediante superposiciOn. Porque imaginen una esfera con una 
densidad uniforme de carga positiva en su volumen y otra esfera con la misma den
sidad uniforme de carga negativa en su volumen, inicialmente superpuestas consti
tuyendo una esfera neutra -es decir, no cargada-. Si entonces se desplaza ligeramente 
la esfera positiva respecto a la negativa, el grueso de la esfera no cargada seguirii 
siendo neutro, pero aparecerii un poco de carga positiva de un !ado y un poco de 
carga negativa del !ado opuesto, como lo muestra la figura 6-6. Si el desplazamiento 
re!ativo de las dos esferas es pequeiio, la carga neta es equivalente a una carga 
superficial (sobre una superficie esferica) y la densidad superficial de carga serii prcr 
porciona! al coseno del ilngulo polar. 

0 ------o -.j - - -

Fig. 6-6. Dos esferas uniformemente _ _ -
cargadas superpuesta~ con un hgero des- - -

plmm""'°· ooo ''"'"''"'" • ""° d"- ____ O _ ---
tribuc16n no uniforme decargasuperficial. (a) -t \b) - (cl 

Ahora bien, si queremos obtener el potenc1al de esta distribuciOn no necesitamos 
hacer una integral. Sabemos que el potencial de cada una de las esferas de carga es 
-para puntos exteriores a la esfera- el mismo que el de una carga puntual. Las dos 
esferas desplazadas son como dos cargas puntuales; e! potencial es justan1ente el de 
un dipolo. 

De esta manera pueden demostrar que una distribuciOn de carga sobre una esfe-
ra de radio a con una densidad superficial de carga \, 

u = t:r0 cos8 

produce un campo fuera de la esfora que es predsamente el de un dipolo cuyo mo
mento es 

p = 41f~o'13. 
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donde Q es simplemente la carga total deJ objeto. Por lo tanto encontramos que 
para puntos que estim suficientemente lejos de! conjunto de cargas, dicho conjunto 
aparece como una carga puntual. El resultado no es demasiado sorprendente. 

l Y qut pasa si hay igual nllmero de cargas positivas y negativas? Entonces 
la carga total Q de! objeto es cero. Este no es un caso poco comUn; en ver
dad, los objetos son de ordinario neutros, como sabemos. La moli:cula de agua 
es neutra, pero las cargas no estB:n todas en un punto, de modo que si estamos lo 
suficientemente cerca deberiamos pocler ver algunos efectos de las cargas separadas. 
Necesitamos una aproximaci6n mejor que (6.22) para el potencial de una distnbu
ci6n arbitraria de carga en un objeto neutro. La ecuaci6n (6-21) sigue siendo exacta, 
pero ya no podemos poner simplemente r, = R. Necesitamos una expresiOn mits 
precis:i para r1• Si eJ punto P estli a una gran distancia, r1 diferirli de R con exce
lente aproximaci6n, en la proyecci6n de d sobre JR, como se puede ver en la figura 
6-7; (tienen que imaginar que P esti realmente mis distante que lo indicado por la 
figura). En otras palabras, si ie, es el versor en la direcci6n de JR, nuestra siguiente 
aproximaciOn para r; es 

(6.23) 

Loque realmente queremos es 1 /r; que, como d;< R, se puecle escribir en nuestra 
aproximaciOn en la forma 

!.,.!(1+~)-r, R R 
(6.24) 

Sustituyendo esta expresi6n en (6.21), obtenemos que el potencial es 

I (Q "' d;·e, ) <P=4~ R+~q,~+ .. (6.25) 

!Los puntos suspensivos indican los ttrminos de orden superior en d /R que hemos 
despreciado. Estos ti:rminos, asi como Jos que ya hemos obtenido, son ti:rminos 
sucesivos de un desarrollo de Taylor de i /r; alredeclor de 1 /R en potencias de d,/R. 

El primer tfrmino de (6.25) es lo que obtuvimos antes; desaparece si el objeto es 
neutro. El segundo t6mino depende de 1 /R 2, justamente como para un dipolo. De 
hecho, si definimos 

(6.26) 

corno propiedad de la distribuci6n de carga, el segundo t6rmino de! potencial (6.25) 
~ 

l p '!tr 
<f> = 471"~0 RT"' (6.27) 

exactamente un potencial dipolar. !La cantidad p se !!a.ma mornento dipolar de !a 
distribuciOn. Es una generalizaci6n de nuestra definici6n anterior, y se reduce a ella 
en el caso especial de dos cargas puntuales. 

Nuestro resultado es que, suficientemente \ejos de cualquier complicaci6n de 
cargas que es neutra en conjunto, el potencial es un potencial de dipolo. Decrece 
como l /R' y varia como cos 8-y su intensidad depende del momento dipolar de la 
distribuci6n de 
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6-7 lEI metodo de las imiBgenes 

Hemos resuelto, por ejemplo, el campo de dos cargas puntuales. La figura 6-8 
muestra algunas de las !ineas de campo y superficies equipotenciales que obtuvimos 
con los ca!culos de! capitulo 5. Consideren ahora la superficie equipotencial marcada 
con A. Supongan que tomiramos una hoja fina de metal y le dil!ramos la forma de 
esta superficie. Si la colocamos exactamente sobre la superficie y ajustamos su po
tencial al valor apropiado, nadie se daria cuenta nunca de que estii. alli, porque nada 
cambiaria. 

Fig. 6-8. Um:1as de campo y equipo
tenciales de dos cargas puntuales. 

iPero observen! Realmente hemos resue!to un problema nuevo. Tenemos una si
tuaci6n en la que la superficie de un conductor curvado y a un potencial detennina
do se coloca cerca de una carga puntual. Si la hoja de metal que colocamos en la 
superficie equipotencial llega a cerrarse sobre si misma (o en la prii.ctica, si se aleja 
lo suficiente) tendremos el tipo de situaci6n que consideramos en la secci6n 5-10, en 
la que nuestro espacio estii. dividido en dos regiones, una dentro y otra fuera de un 
cascar6n conductor cerrado. Encontramos alli que los campos en !as dos regiones 
son completamenb: independ.ientes uno de otro. Asi pues, tendriamos los mismos 
campos fuera de nuestro conductor curvo, haya lo que baya dentro. Hasta podria
mos rellenarlo con material conductor. En consecuencia hemos encontrado los 
campos para la disposici6n de la figura 6-9. En el efi;pacio exterior al conductor el 
campo es exactamente como el de dos cargas puntuales, como en la figura 6-8. 
Dentro del conductor es cero. Ademiis -como debe ser- el campo e16ctrico inmedia
tamente fuera de! conductor es normal a la superficie. 

Por lo tanto podemos calcular los caropos de la figura 6-9 calculando el campo 
debido a q y a una carga puntual imaginaria -q en un punto apropiado-. La carga 
puntu~ que "imaginarnos" que existe detriis de la superficie conductora se llama 
carga rrnagen. 

En \os libros pueden encontrar Jargas listas de soluciones para conductores .de 
forma hiperb6lica y otras de apariencia complicada y se preguntariin c6mo resolviO 
alguien alguna vez estas fonnas terribles. iFueron resueltas trabajando al reves! Al
guien. resolviO un problema simple con cargas dadas. Luego vio que una superficie 
equipotencial aparecia con una forrna nueva y escribiO un trabajo en el que seiialaba 
que e! campo de esa forma particular se podla descnbir de cierta roanera. 
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Fig. 6-10. El campo de una carga cerca de una superficie plana conductora ha Ila do par 
mediodelmetododelasirniigenes. 

Una verificaci6n interesante de nuestro resultado es integrar sobre toda la super
ficie. Encontramos que la carga total inducida es -q, co mo tiene que ser. 

Otra pregunta mils: ;,hay alguna fuena sobre la carga puntual? Si, porque hay 
una atracci6n de la carga superficial negativa inducida sabre la placa. Ahar~ que 
sabemos cuit.les son las cargas superliciales [por la Ee. (6.29)], podriamos calcu1ar 
la fuerza sabre nuestra carga puntual pasitiva por medio de una integral. Pero tam
bien sabemos que la fuerza que actlla sabre la carga positiva es exactamente igual a 
la que se tendri_a con la carga imagen negativa en vez de la placa, porque las cam
pos a su alrededor son iguales en ambos casos. La carga puntual experimenta una 
fuerza hacia la p!aca cuyo m6dulo es 

(6.30) 

Hemos encontrado la fuerza mucho mils ffu:ilmente que integrando sobre tadas las 
cargas negativas. 

6-15 



pumua1 q 
asl8ra condllcto•e a 



estas preguntas se contestan facilmente. Siempre podemos agregar una carga puntual 
q" en el centre de la esfera. La esfera sigue siendo una equipotencial por superpo
sici6n; s61o cambia el valor de! potencial. 

Por ejemplo, si tenemos una esfera conductora inicialmente descargada y aislada 
de cua!quier otra cosa, y le acercamos la carga puntual positiva q, !a carga totaJ 
de la esfera seguirit siendo cero. La soluci6n se encuentra usando una carga imagen 
q' como antes, pero agregando ademits una carga q" en el centre de la esfera, 
eligiendo 

q" = -q' = ~ q. (6.32) 

En todo punto exterior a la esfera los campos estitn dados por la superposici6n de 
los campos de q, q' y q". El problema est.S resuelto. 

Podemos ver ahora que habrit una fuerza de atracci6n entre la esfera y la carga 
puntual q. No es cero aunque no haya carga sobre la esfera neutra. l,De d6nde pro
viene la atracci6n? Cuando acercan una carga positiva a una esfera conductora, la 
carga positiva atrae cargas negativas hacia el !ado mils cercano a ella y deja cargas 
positivas sobre la superficie m.SS alejada. La atracci6n de las cargas negativas excede 
la repulsi6n de las cargas positivas; hay una atracci6n resultante. Podemos hallar 
cuitnto vale la atracci6n calculando la fuerza que se ejerce sobre q en el campo pro
ducido por q' y q". La fuerza total es la suma de la fuerza atractiva entre q y un,a 
carga q' = -(a/h)q a una distancia h -(a2 /b), y la fuerza repulsiva entre q y una 
carga q" = +(a/h)q a una distancia b. 

Los que cuando eran niiios se entretenian con la lata de polvo de hornear que 
tiene en su etiqueta la figura de una lata de polvo de hornear que tiene en su etiqueta 
la figura de una lata de polvo de hornear que tiene ... pue<ie que se interesen en el 
siguiente problema. Dos esferas iguales, una con una carga total + Q y la otra con 
una carga total -Q, se colocan a cierta distancia una de otra. lCuil es la fuerza 
entre ambas? El problema se puede resolver con un ninnero infinito de imil.genes. 
Primero cada esfera con una carga en su centro. Estas cargas tendritn cargas imagen 
en la otra esfera. Las cargas imagen tendritn imii.genes, etc., etc., etc. !La soluci6n es 
como la figura de la !ata de polvo de homear -y converge bien ril.pidamente. 

11i- rn Corademisadores; las 1P1laeas [?araielas 

Tomamos ahora otro tipo de problemas con conductores. Consideren dos gran
des placas methlicas paralelas y separadas por una pequeii.a distancia en compara
ci6n a su ancho. Supongamos que en las p!acas se ban puesto cargas iguales y 
opuestas. Las cargas de cada placa atraeritn a !as cargas de la otra placa y se 
distribuiritn uniformemente en las superficies internas de las placas. Las placas 
tendritn densidades superficiales de carga + a y -a, respectivamente, como en la 
figura 6-12. Por lo dicho en el capitulo 5 sabemos que el campo entre las placas es 
a hu y que el cam po fuera de las placas es cero. Las placas tendritn potenciales 
diferentes 'Pi y 'Pl· Por conveniencta Ilamaremos V a la diferencia; a menudo se 'la 
llama '"voltaje":"' (N. del T.) 

4>1 - .Pz = V. 

N. de! T.: Tambifu ~tensi6nM en castellano. 
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Fig. 6-15. Se puede aproximar el cam
po de un objeto puntiagudo por medio del 
dedosesferasalmismopotencial. 

algo idealizada del conductor de la figura 6-14. El alambre tendrS poca influencia 
sobre los campos extemos; estit alli para mantener las esferas al mismo potencial. 
Ahora bien, (.CuaJ de las dos esferas tiene el campo mis alto en su superficie? Si 
la esfera de I& izquierda tiene radio a y una carga Q, su potencial es mils o menos 

(Por supuesto que la presencia de una esfera altera la distnllucilm. de carga sobre 
la otra, de modo que las cargas no son en realidad esftricamente simetricas en nin
guna de las dos. lPero si estamos interesados imicamente en una estimaci6n de los 
campos, podemos usar el potencial de una carga esferica.) Si la esfera m.enor, de 
radio b, tiene una carga q, su potencial es aproximadamente 

4'2 = 4~eo !· 
Pero ip1 = 'P'l' asi que 

g_ ~ ~. 
" b 

Por otra parte, el campo en la superficie es proporcional (ver la Ee. 5.8) a la 
densidad superficial de carga, que es de1 orden de la carga total sobre el cuadrado 
de! radio. Obtenemos 

(6.35) 

En consecuencia el campo es mils alto en la superficie de la esfera pequeii.a. Los 
campos son inversamente proporcionales a los radios. 

Este resultado es muy importante desde el punto de vista tOCnico, porque habrS 
una descarga en el aire si el campo es demasiado grande. Lo que ocurre es que una 
carga suelta (un electrOn o un ion) en el aire es aceJerada por el campo y .si fste es 
muy grande, la carga puede adquirir velocidad suficiente antes de golpear otro 
8.tomo y expu.lsar un electrOn de ese 31.omo. Como resultado se producen mas y 
mas iones. Su movimiento constituye una descarga o chispa. Si quieren cargar un 
objeto a un potencial alto y no quieren que se descargue por medio de chispas al 
aire, deben asegurarse de que la superficie sea lisa, de mod.o que no haya ninglin 
lugar donde el campo sea anormalmente alto. 
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por un md.odo mis directo. El problema matemli.tico del metodo directo es la reso
luciOn de la ecuaciOn de Laplace 

v 2q, = o, (7.1) 

con la condiciOn de que rp debe tomar un valor constante sobre cierto contomo -la 
superficie de los conductores-. Los problemas que requieren la soluciOn de la ecua
ciOn diferencial del campo y sujetos a ciertas condiciones de contorno son llamados 
problemas con condiciones de contomo. !Estes ban sido objeto de un considerable 
estudio matem8.tico. En e1 caso de conductores de fonna complicada, no existen 
metodos analiticos generales. Igualmente, un problema simple como el de un cilindro 
de metal cargado, cerrado en los extremos -una lata de cerveza- presenta dificulta
des matem8.ticas formidables. Pue<ie ser resuelto sOlo aproximadamente utilizando 
metodos numericos. El Unico mCtodo genera] de resoluci6n es el metodo munfrico. 

Existen unos pocos problemas para los cuales la ecuaciOn (7.1) puede ser re
suelta en forma directa. Por ejemplo, el problema de un conductor cargado con for
ma de elipsoide de revoluciOn puede ser resuelto exactamente en ternrinos de una 
funciOn especial conocida. La soluciOn para un disco delgado se puede obtener con
siderando el elipsoide como infinitamente achatacl-:>. De un modo similar, la soluciOn 
para una aguja se pue<ie obtener haciendo e1 elipsoide infinitamente alargado. No 
obstante, es importante insistir sobre el hecho de que los imicos mi:todos generales 
de aplicaciOn directa son los metodos numericos. 

Los problemas con condiciones de contomo pueden ademis ser resueltos por 
medio de me<iiciones sobre analogias fJSicas reales. La ecuaciCm de Laplace da Ingar 
a muchas situaciones fJSi.cas diferentes: la propagaciCm de! calor en regimen perma
nente, e1 flujo irrotacional de un flWdo, el flujo de coniente .en un medio extenso 
y la defonnaciOn de una membrana elistica. Frecuentemente es posible.construir un 
modelo fisico que sea anfilogo al problema dfctrico que se desea resolver. Mediante 
la mediciOn de una cantidad anitloga conveniente sobre el modelo puede.detenninar
se la soluciOn de! problema que interesa. Un ejemplo de la tecttica ana!Ogica es la 
utilizaciOn de una cuba electrolitica para la resoluciOn de problemas de dos 
dimensiones en electrost8.tica. !Esto es correcto debido a que la ecuaciOn diferencial 
para el potencial en un medio conductor uniforme es la misma que para el vecio. 

Existen muchas situaciones fisicas en las cuales las variaciones de los campos fi
sicos en una direcciim son nulas, y pueden despreciarse en comparaci6n con las va
riaciones en la11 .C?tr~s dos direcciones. Tai tipo de problemas 11e llaman de dos di
mensiones; el campo depende de dos coordenadas solamente. Por ejemplo, si 
colocamos un largo alambre cargado a lo largo del eje z, entonces, para puntos no 
muy lejanos del alambre el campo electrico depende de x y de y, pero no de z; e1 
problema es de dos dimensiones. !Puesto que en un problema de dos dimensiones 
a I az = 0, la ecuaciOn para <p en el espacio libre es 

~+~=0. (7.2) 

Debido a que la ecuaciOn en dos dimensiones es relativamente simple, existe una 
amplia gama de condiciones bajo las cuales se la puede resolver analiticamente. Hay, 
en efecto, una tecnica matematica indirecta muy poderosa que depende de un teore
ma relativo a las funciones matemiiticas de variable compleja, que describiremos a 
continuaciOn. 
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Se deduce inmediatamente que cada una de las funciones U y V satisface la ecua
ci6n de Laplace 

a2 u 02 u 
ax~+lf=O, 

Las funciones (7 .5) y (7 .6) cumplen visiblemente estas ecuaciones. 

(7.9) 

(7.10) 

Asi pues, partiendo de una funciOn ordinaria cualquiera podemos llegar a dos 
funciones U(x, y) y V(x, y) que son soluciones de la ecuaci6n de Laplace en dos 
dimensiones. Cada fwiciOn representa un posible potencial electrostittico. Podemos 
tomar una funci6n F( b) cualquiera y ella debera representar un caso particular de 
campo electrico -en realidad dos problemas, puesto que Uy V representan ambas 
una soluci6n de! problema-. Podemos escribir tantas soluciones como lo deseemos 
-construyendo este tipo de funciones- ya que nos restarit sOlo encontrar el problema 
que corresponde a cada soluciOn. Podril parecer que esto es volver atrits, pero es un 
enfoque posible 

Fig. 7-1. Oossis\emas ds curvasorto
gonales que pueden representar equipo
tenciales en un campo electrost<\tico 
bidimensional. 

Por ejemplo, veamos quC problema fisico nos swninistra la funciOn F( 3) = ii 2• 

A partir de ella obtengamos las dos funciones potenciales de (7.5) y (7.6). Para 
ver con que problema estit relacionada la funciOn U hallemos las superficies equipo
tenciales· tomando U = A, donde A es una constante; 

x 2 - y 2 = A. 
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,tg fl = y/x, 
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i-3 Oselbeiones de plasma 

Consideremos ahora aquellos problemas fisicos en los cuales el campo no estit 
detenninado ni por las cargas fijas ni por las cargas en las superficies conductoras, 
pero si por una combinaciim de dos fen6menos fisicos. En otras palabras, el campo 
estit gobernado simultineamente por dos sistemas de ecuaciones: (1) las ecuaciones 
electrostitticas que se refieren a los campos elOCtricos de la distribuci6n de cargas y 
(2) una ecuaci6n de otro dominio de la fisica que determina la posici6n y los movi
mientos de las cargas en presencia de! campo. 

!El primer ejemplo que discutiremos es un problema dinitmico en el cual e1 movi
miento de las cargas estit regido por las !eyes de Newton. Un ejemplo simple de una 
situaci6n de este tipo se presenta en el caso de un plasma, que es un gaS ionizado 
compuesto de iones y de electrones libres distribuidos en una regi6n del espacio. !La 
ionosfera -una capa superior de la atm6sfera- es un ejemplo de plasma. Los rayos 
uitravioletas de! sol arrancan electrones a las molOCulas de! aire, creitndo iones y 
electrones libres. En un plasma de este tipo los iones positivos son mucho mas pesa
dos que los electrones, de modo que podemos despreciar el movimiento de los iones 
si lo comparamos con el de \os electrones. 

Sea n0 la densidad de eledrones en el estado de equilibrio no perturbado. Esta 
debe ser tambii:n la densidad de iones positivos, ya que eJ plasma es electricamente 
neutro (cuando no estit perturbado). Ahora supongamos que los electrones son apar· 
tados de su posici6n de equilibria y nos preguntamos que sucederi. Si la densidad de 
electrones crece en una regi6n, se repelerin unos a otros y tenderim a retomar a sus 
posiciones de equilibrio. A medida que los electrones se desplazan hacia la posici6n 
inicial aumentan su energia cinetica y en vez de llegar en reposo a la posici6n de 
equilibria la sobrepasan. Oscilarin entonces en ese lugar. La situaci6n es similar a 
lo que sucede con las ondas acllsticas en las cuales la fuer:za de restauraci6n es la 
presi6n del ·gas. En un plasma la fuerza de restauraci6n es la fuerza elOCtrica que 
actU.a sobre los electrones. 

Fig. 7-6. Movimiento an una onda de 
plasma. Los electronas dal piano a se 
desplazan hacia a' y los de b hacia b'. -

A fin de simplificar la discusi6n nos ocuparemos solamente de! caso en el que el 
movimiento se realiza en una sola direcciOn, digamos x. Supongamos que los electro
nes inicialmente en x sean, en el instante t, desplazados de su posici6n de equilibria 
en una pequeiia cantidad s(x t). Como los electrones han sido desplazados, su den
sidad en general variari. Es ficil calcular el cambio de densidad. Con referencia a 
!a figura 7-6, 
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Encontramos que s varianl armOnicamente. Su variaciOn ·con el tiempo seril como 
cos wt, o -utilizando la notaci6n exponencial de!" vol I- como 

(7.24) 

La frecuencia de oscilaciOn wP estit determinada por (7.23): 

(7.25) 

y se llama frecuencia de plasma. Este es un nUmero caracteristico de! plasma. 
Cuando se trabaja con cargas electr6nicas muchas personas prefieren expresar 

los resultados en tenninos de una cantidad e2 definida por 

e2 = 4~0 = 2.3068 X 10-25 newton·metro2• (7.26) 

Utilizando esta convenciOn la ecuaci6n (7 .25) se transforma en 

(7.27) 

que es la forma en que la encontrarim en la mayor pa.rte de los libros. 
Asi hemos ball.ado que una perturbaciOn en el plasma darit origen a oscilaciones 

libres de los electrones alrededor de sus posiciones de equilibrio con la frecuencia 
natural w,, la cual es proporcional a la raiz. cuadrada de la densidad electrOnica. Los 
electrones de un plasma se comportan como un sistema resonante, ta.I como los que 
bemos descrito en el capitulo 23 de! volumen I. 

Esta re.sonancia natural de! plasma tiene algunos efectos interesantes. Por ejem
plo, si se desea propagar a travC! de la ion6sfera una onda de radio se encontraril 
que puede penetrar solamente si su frecuencia es mayor que la frecuencia de plasma. 
En el caso contrario la sefial se refleja. Deberemos utilizar, por lo tanto altas fre
cuencias si deseamos comunicamos con un sateiite en el espacio. Por otra parte, si 
deseamos comunicamos con una estaciOn de radio situada debajo del horizonte, 
deberemos utilizar frecuencias mils bajas que la frecuencia de plasma de ta! modo 
que la seiial pueda ser reflejada hacia la tierra. 

Otro interesante ejemplo de oscilaciones de plasma se presenta en los metales. 
En un metal tenemos un plasma constituido de iones positivos y de electrones hbres. 
La densidad n9 es muy alta y, por lo tanto, Wp tambiCn lo es. Pero (.es posible ahora 
observar las oscilaciones de los electrones'! En efecto, de acuerdo con la mec!inica 
cuitntica, un oscilador arm6nico con la frecuencia natural wP tiene niveles de energia 
que estim separados por la diferencia de energia hwr Si entonces se envian electro
nes a traves, digamos, de una hoja de aluminio y se realiza una medida cuidadosa 
de la energia de los electrones despues de atravesarla, se debe esperar que su pCrdida 

~a::: s~c!i~.e~;~~:e~~6 :o:ep~::r: ~S:z 0::n~=~~~~:i:· i9~~ ~~~o e:~ 
trones con energia de entre unos pocos cientos a unos pocos miles de electromiolts 
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Suponemos que los iones transportan una sola carga e1ectr6nica., positiva o nega
tiva. A la distancia x de la superficie de una particula coloidal, un ion positivo ten
dr8 la energia potencial ql<p(x) y entonces 

U(x) = q,<f,(x). 

La densidaCi de iones positivos, n + , es 

n+(x) = noe_,,•"'(")/kT. 

AnaJogamente, la densidad de iones negativos es 

n_(x) = noe+q.<1>(.,llkT. 

!La densidad total de carga es 

P = qo11+ - q,.n_, 

(7.30) 

Combinando este result.ado con la ecuaci6n (7.28), vemos que el potencial 'P debe 
satisfacer 

(7.31) 

lEs posib!e resolver esta ecuacii:m en general [multiplicando ambos miembros por 
2(drp/dx), e fotegrando respecto a xl, pern a fin de considerar el problema de la ma
nera mils simple posible, consideraremos aqui solamente el caso limite en el cual el 
potencial es muy pequefio o la temperatura T es muy alta. EJ caso en el que 'P es 
pequeiio corresponde a una soluci6n diluida. Para estos casos el exponente es peque
fio y podemos hacer la aproximaci6n 

e±<l&/kT = 1 *- ~. (7.32) 

lLa ecuaciOO (7 .31) nos da ahora 

~ = + 2;;;. .p(x). (7.33) 

Notemos que ahora el signo del segundo rniembro es positivo. La soluci6n para 'P 
no es oscilatoria sino exponencial. 

La soluci6n general de la ecuaci6n (/ .33) es 

(7.34) 

(7.35) 

Las constantes A y B deben deterrninarse a partir de las condiciones particulares 
del problema. En nuestro caso B debe ser nula; en el caso contrario el potencial 
seria infinite para x grande. 'Jenemos entonces 

<P = Ae-x1D, (7.36) 

donde Al es el potenc.ial para x = 0, la superficie de la particula coloidal. 
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reunirse, y el coloide se va a coagu1ar ya precipitar. De acuerdo con nuestro anaJi
sis comprendemos ahora por que el agregado de una cantidad suficiente de sal a un 
coloide lo hace precipitar. El proceso se llama floculaci6n del coloide. 

Otro ejemplo interesante es el efecto que una soluci6n salina tiene sobre las mo
!Cculas de las proteinas. Una molOCula de proteina es una larga cadena complicada y 
flexible de aminoitcidos. La mol&:ula puede tener cargas diversas y a veces sucede 
que tiene una carga neta, digamos negativa, que se encuentra distribuida a lo largo 
de toda la cadena. Debido a la repulsi6n mutua de las cargas negativas la cadena de 
proteinas se mantiene extendida. Igualmente, si hay presente otra cadena molecular 
similar en la soluci6n, se mantendrlin apartadas por el mismo efecto repulsivo. Pode
mos, en consecuencia, tener ulllli suspensi6n de cadenas moleculares en un liquido . 
.!Pero si aiiadimos sal al liquido cambiamos las propiedades de la suspensi6n. A 
medida que se agrega sal a la soluci6n disminuye la longitud de Debye y las cadenas 
moleculares pueden aproximarse entre ellas y enrollarse sobre si mismas. Con un 
agregado suficiente de sal a la soluci6n las cadenas moleculares pueden precipitar en 
la soluci6n. Existen muchos efectos quimicos de este tipo que pueden explicarse en 
tCrminos de fuerzas electricas. 

1-5 !El ClilTiiipG electu'osUi&o mle wun p11ll11 

Como Ultimo ejemplo vamos a describir otra propiedad interesante de los cam
pos electricos. Es una propiedad que se usa en la construcci6n de instrumentos 
elOCtricos, en la construcci6n de tubos al vacio y en otras aplicaciones. Se trata de 
las caracteristicas de! campo eJOCtrico cerca de una grilla formada por alambres car
gados. Para estudiar el problema del modo mis simple posible consideraremos un 
conjunto de alambres paralelos situados en un piano en el cual los alambres son in
fmitamente largos y uniformemente espaciados entre eJlos. 

';i,~--<i~ --~:g:>-<i'> <~i~· --~i~' 
k- o ~ Fig. 7-8. Superficies equipotenciales 

encima de una grilla uniforme de alambras 
cargados. 

Si cons:ideramos el campo a gran distancia del piano que contiene !os alambres 
veremos un campo electrico constante, como si las cargas estuviesen uniformemente 
distnbuidas en el piano. A medida que nos aproximamos a la grilla el campo co
mienza a apartarse de la uniformidad que habiamos encontrado a grandes distancias 
de la grilla. Estirnaremos ahora a quC distancia de la grilla debemos ubicarnos a fin 
de poder ver una variaciOn apreciable en el potencial. La figura 7-8 muestra un 
croquis burdo de las equipotenciales a varias 
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pil.rn. armar iR •=•) 

(3.6) 

total Q 



Tomando V de la ecuaci6n (8.8), escribimos 

dU= Q~Q· 

O integrando desde la carga cero hasta la carga final Q, tenemos 

U= ~~· (8.9) 

Tambien se puede escribir esta energia en !a forma 

(8.10) 

Recordando que la capacidad de una esfera conductora (respecto al infinito) es 

podemos obtener inmediatamente de la ecuaci6n (8.9) la energia de una esfera car
gada: 

(8.11) 

Esta es tambi<!n, naturalmente, la energia de un cascar6n esfirico de.lgado de carga 
total Q y es 5 /6 de la energia de una esfera cargada uniformemente, ecuaci6n (8. 7). 

Consideremos ahora aplicaciones del concepto de energia e.lectrostiitica. Consi
deren las siguientes preguntas: [.CuaJ. es la fuerza entre las placas de un condensador? 
o {.cuitl es el torque respecto a alglln eje de un conductor cargado en presencia de 
otro con carga opuesta? Es ficil responder esas preguntas usando nuestro resultado 
(8.9) para la energia electrostli.tica de un condensador, ju..-ito con el principio de los 
trabajos virtuales (capitulos 4, 13 y 14 de! vol. :U:). 

Utilicemos este metodo para determinar la fuerza entre Iasrlac de un conden
sador de placas paralelas. Si imaginamos que la distancia entre acas aumenta en 
la pequeiia cantidad Llz, el trabajo mecanico realizado desde exterior para mover 
las placas sera 

l1W= Fl::.z, (8.12) 

donde F es la fuerza entre las placas. Este trabajo debe ser igual a la variaci6n de 
energia e!ectrostatica de! condensador. 

Seglln la ecuaci6n (8.9), la energia del condensador era originalmente 

La variaci6n de energia es (si no dejamos que la carga varie) 

(8.13) 
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(8.12) y (3.13) tcncmos 

(8.;_4) 



Examinemos la ecuaciOn (8.17) con un poco mis de cuidado y veamos si nos 
puecle indicar c6mo surge la fuerza. Si para la carga de una de las placas escribimos 

Q = uA, 

la ecuaci6n (8.17) se puede reescribir en la forma 

Y como el campo elb=trico entre las placas es 

Eo =fa· 
se tiene 

F = }QEo. (8.18) 

Se podria creer a priori que la fuerza que actlla sobre una placa es la carga Q 
de la placa por e1 campo que actlla sobre la carga. Pero tenemos un fact~r sorpren
dente de un medio. La raz6n es que el campo E 0 no es el campo en las cargas. Si 
imaginamos que la carga en la superlicie de la placa ocupa una capa delgada, como 
lo indica la figura 8-4, el campo variarli desde cero en la superficie intema de la 
capa hasta £ 0 en el espacio fuera de la placa. El campo medio que actlla sobre las 
cargas superficiales es £ 0 /2. Este es el porquC del factor un medio en la ecuaci6n 
(8.18). 

I: placa capade 
conductora carga 

uperficial 

~ 

IEILL Fig. 8-4. En la superficiedeun conduc~ 
tor el campo varfa de cero a E0 = !T/f;0 

Guando se atraviasa !a Gapa de Gargasu
perfiGial. 

Notani.n que al calcula:r el trabajo virtual hemos supuesto que la carga del 
condensador era constante --que no estaba conectado eiectricamente a otros objetos, 
de modo que la carga no podia variar. 

Supongan que hubieramos imaginado que el condensador se mantuviera a una 
diferencia de potencial constante al hacer el desplazamiento virtual. Entonces 
tendriamos que haber tornado 

u = tcv2 

, .. 





N~ = 6;::l2 l'. 1023 

se cbt,en.o para la energia c'.io vapmizi:v:iO~ 

- ~ + - --; -· 
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por roolicula. Esta esti mucho mis cerca del resultado 7,92 eV observado, pero alln 
no concuerda perfectamente. Hay algo mils que no hemos tenido en cuenta: no 

I hemos incluido la energia cinetica de las vibraciones en el cristal. Si se hace 
la correcciOn correspondiente a este efecto, se obtiene que concuerde con el nfunero 

, experimental. Entonces las ideas son correctas; la mayor contribuci6n a la energia 
! de un cristal como el NaCl es electrost3tica. 

8·4 !La energia eteetrost&tlleai en los nfu:ieos 
Trataremos ahora otro ejemplo de energia electrostiltica en fisica at6mica: la 

energia e.lectrica de los nllcleos at6micos. Antes de hacer esto tendremos que dis
cutir algunas propieclades de las principales fuerzas (llamadas fuerzas nucleares) 
que mantienen unidos dentro de! micleo los protones y neutrones. En los primeros 
tiempos de! descubrimiento d_e los nUcleos -y de los neutrones y protones que los 
constituyen- se tenia la esperanza de que la parte intensa, no electrica, de la 
fuerza entre un prot6n y otro prot6n, digamos, tem!ria alguna ley simple, como la 
ley de la inversa de! cuadrado en la electricidad. Porque una vez que se hubiese de
t.enninado esta ley de fuerza, y las correspondientes entre un prot6n y un neutr6n 
y entre un neutr6n y un neutr6n, seria posible describir te6ricamente todo el 
comportamiento de estas particulas en los nUcleos. En consecuencia, se inici6 un 
gran programa de estudio de la dispersi6n de protones, con la esperanza de encon
trar la ley de fuerza entre ellos; pero despues de treinta aiios de esfuerzos no ha 
surgido nada que sea simple. Se ha acumu1ado un conocimiento considerable sobre 
la fuerza prot6n-prot6n, pero nos encontrarnos con que la fuerza es tan complicada 
como puec!e. 

IL.o que entendemos por "tan complicada como pue<le" es que la fuerza depende 
de todas las cosas que puede. 

lPrimero, la fuerza no es una funci6n simple de la distancia entre los dos pro
tones. A grandes distancias hay una atracci6n, pero a distancias cortas hay repul
si6n. La dependencia de la distancia es una funci6n complicada que todavia se 
conoce imperfectamente. 

Segundo, la fuerza depende de! espin de los protones (NT). !Los protones tienen espin 
y dos cualesquiera de ellos en interacc16n pueden tener sus momenta angulares de 
espin en !a misma direcci6n o en direcciones opuestas. Y cuando los espines son 
paralelos la fuerza es diferente de cuando son antiparalelos, como en (a) y en (b) 
de la figura 8-6. La diferencia es muy grande; no es un efecto pequeiio. 

Tercero, cuando la separaci6n de los dos protones es en direcci6n paralela a sus 
espines, como en (c) y (d) de la figura 8-6, la fuerza es considerablemente dife
rente de cuando la separaci6n es en direcci6n perpendicular a los espines, como 
en (a) y (b). 

Cuarto, la fuerza depende, como en al magnetismo, de la veiocidad de los pro
tones, s6lo que mucho mils fuertemente que en el magnetismo. Y esta fuerza depen
diente de la velocidad no es un efecto relativista; es intensa aun a velocidades mucho 
menores que !a velocidad de la luz. Aim m<i.s, esta parte de la fuerza depende de 
otros factores adem:is de! m6dulo de la velocidad. Por ejemplo, cuando un prot6n se 
estil moviendo cerca de! otro prot6n, cuando el movimiento orbital tiene el mismo 
sentido de rotaci6n que el espin, como en (e) de la figura (8-6), la fuerza es 
diferente de cuando tiene el sentido de rotaci6n opuesto como en (!). Esto se llama 
la parte "espin-6rbita" de la fuerza. 

~-=El espin (delinglW lo spin,girar)es W1 momentum angularintrinsecodelas 
particulas. 'SI: trata de IUU! propiedad tipicamente cuSntica, pero se puede visualizar clitsica
mente como un gi:rar de la particula sobre si misma. iFue precisamente esta interpretaciOO 
cliisicalaquedioorigenalnombredeesapropiedad. 
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Empero, esto no estil completamente bien. La diferencia de energia I,982 MeV 
entre el estado fundamental de .B" y el C n incluye las energias en reposo --es decir, 
la energia mc2- de todas las particulas. Al pasar de! Bll al en, reemplazamos un 
neutr6n por un prot6n, que ,tiene masa menor. Asi pues, parte de la diferencia de 
energia es la difereiicia de energias en reposo de un neutr6n y un prot6n, que es 
0,784 MeV. La diferencia de que debe dar cuenta la energia electrost3-tica es enton
ces de mils de 1,982 MeV; es 

1,982 + 0,784 = 2,786 MeV. 

Usando esta energia en la ecuaci6n (8.23), encontramos para el radio de! B11 o 
de! C'! indistintamente, -

r = 3.12 X 10-u cm. (8.24) 

t. Tiene algUn significado este mimero? Para ver si lo tiene, debemos compararlo 
con alguna otra detenninaci6n de! radio de estos nllcleos. Por ejemplo, podemos 
hacer otra medida de! radio de un nllcleo viendo cOmo dispersa particulas r3-pidas. 
A partir de esas mediciones se ha encontrado, de becho, que la densidad de materia 
en todos los micleos es casi la misma. es decir que sus volfunenes son proporciona
les al nUmero de particulas que contienen. Si A es el niunero de protones y neutrones 
de un nllcleo (nfunero que es prilcticamente proporcional a su masa), se encuentra 
que su radio estil dado por 

(8.25) 

donde 
ro = 1.2 X 10-13 cm. (8.26) 

A partir de estas mediciones es de esperar que el radio de un nllcleo de IB 11 (o 
de CH) sea 

r = (1.2 X 10-13)(li)1' 3 = 2.7 X 10-18 cm. 

Comparando este resultado con (8.24), vemos que nuestra hipOtesis de que la di
ferencia de energia entre el !B 11 y el cu es electrostiltica, es bastante buena; la 
discrepancia es de sO!o un 15 % (Jno estil mal para nuestro primer c3.iculo nuclear!). 

JProbablemente, la raz6n de la discrepancia es la siguiente. Conforme a lo que se 
sabe actualmente de los nllcleos, un niimero par de particulas nucleares -en el caso 
de! Bll, cinco neutrones con cinco protones- forman una especie de carozo; cuando 
se agrega una particula mins a este carozo, en vez de ser absorbida, da vueltas por 
fuera formando un nuevo nUcleo esferico. Si es as~ deberiamos haber tornado una 
energia electrost8.tica diferente par& el protOn adicional. Tendriamos que baber torna
do para el exceso de energia de! C 11 sobre el B11 simplemente 

que es la energia necesaria para agregar un prot6n mis fuera del carozo. Este mime
ro es 5/6 de lo que predice la ecuaci6n (8.23), asi que la nueva predicciOn para el radio 
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o tambien 

Observen que tambien podriamos escribir 

(8.29) 

La integral en (8.28) corresponde a la suma de ambos tCrminos de! corchete de 
(8.29). Es por eso que necesitamos el factor !-

Una pregunta interesante es: z.dOnde estii. ubicada la energia electrost8.tica? Tam
bii!n se podria preguntar: i.Y a qui6i le importa? i,Cufil es el significado de una pre
gunta co mo esa? Si hay un par de cargas en interncci6n, la combinaci6n tiene cierta 
energia. i.Es necesario que digamos que la energia estli ubicada en una de las cargas 
o en la otra, o en ambas o en el medio? Puecle que estas preguntas no tengan 
sentido porque realmente s61o sabemos que la energia se conserva. La idea de que la 
energia estii. ubicada en alguna parle no es necesaria. 

De todas maneras, supongan que tuviera sentido decir, en general, que la energia 
estii. ubicada en cierto Jugar, como ocurri;: con la energia <;;al6rica. Entonces 
podriarnos extender nuestro principio de conservaci6n de la energia con la idea de 
que si la energia contenida dentro de un volumen dado varia, tenemos que poder 
explicar la variaci6n mediante el llujo de energia que entra o sale de ese volumen. 
Se dan cuenta que nuestro primer enunciado del principio de conservaci6n de la 
energia todavia estli perfectamente bien si cierta energia desaparece en un lugar 
y aparece lejos en otra parte sin que pase nada (es decir, sin que ocurra ningUn 
fen6meno especial) en el espacio intermeclio. En consecuencia, ahora estamos dis
cutiendo una extensi6n de la idea de la conservaci6n de la energia. Lo podriamos 
llamar principio de conservaci6n local de la energia. Ese principio diria que la ener
gia denlro de cualquier volumen varia llnicamente en la cantidad que lluye hacia 
afuera o hacia dentro del volumen. Por cierto que es posible que la energia se con
serve loca!mente de esa manera. Si es asi, tendriamos una !ey mucho mas detallada 
que el simple enunciado de la conservaci6n de la energia total. Realmente resulta 
que en la naturaleza la energfa se conserva localmenle. Podemos hallar f6rmulas 
sobre d6nde se ubica la energia y c6mo viaja de un lugar a otro. 

Tambii!n hay una causa fisica de que sea imprescindible que podamos decir 
d6nde esta ubicada la energia. De acuerdo con la teoria de gravitaciOn, toda masa 
es una fuente de atracci6n gravitacional. Tambit!n sabemos, por E = mci, que masa 
y energia son equivalentes. Toda energia es, por lo tanto, una fuente de fuerza gra
vitacional. Si no pudii:ramos ubicar la energia, no podriamos ubicar todas las masas. 
No podriamos decir dOnde est.an ubicadas las fuentes del campo gravitacional. !La 
teoria de la gravitaci6n seria incompleta. 

Si nos restringimos a la electrostii.tica, realmente no hay manera de decir d6nde 
estli ubicada la energia. !Las ecuaciones de Maxwell completas para la electrodinli
mica nos dan mucha mils informaci6n (aunque entonces la respuesta no es, estricta
mente hablando, univoca). En consecuencia, en un capitulo posterior discutiremos de 
nuevo esta cuestiOn en detalle. Ahora Jes daremos llnicamente el resultado en el caso 
particular de la electrostlitica. La energia estii. ubicada en el espacio donde estii. el 
campo elOCtrico. Esto parece razonable porque sabemos que cuando las cargas se 
acelcran radian campos eli:ctricos. 
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Nuestra integral de energia es entonces 

U = ¥ f (Vt/>)· (Vq,)dV - ~JV (ti> vq,)dV. 

Podemos emplear el teorema de Gauss para transformar la segunda integral en una 
integral de superficie: 

f v. (4> 'V<J>) dV = I (4> Wt/>). w da. (8.34) 
vol. snperficio 

Cal_culamos la integral de superficie en el caso en que la superficie va al infinito 
(por lo que las integrales de volumen se convierten en integrales sobre todo el es
pacio), suponiendo que todas las cargas estB.n ubicadas a d.istancias finitas. La ma
nera mas simple de proceder es tomar una superficie esrerlca de radio R enonne 
cuyo centro estii. en el origen de las coordenadas. Sabemos que cuando estamos 
muy lejos de todas las cargas, rp varia como I /R y Vrp como 1 /R 2; (ambos decre
ceritn aim mits r8.pido con R si la carga resultante de la distribuci6n es cero). Como 
el it:rea de la gran esfera aumenta como R 2, vemos que la integral de superficie se 
anula como (l /R)(I /R 2)R 1 = (I /R) a medida que el radio de la esfera aumenta. 
Asi pues, si incluimos todo el espacio en nuestra integraci6n (R -> oo ), la integral 
de superficie se hace cero y tenemos entonces que 

U = ~ f ('V<J>) · (W<J>)dV = ~ f E·!EdV. (8.35) 

~~ = 
Vemos que es posible representer la t11o::rgia de cualquier distribuci6n de carga como 

la integral de una densidad de energia ubicada en el campo. 

3-4li !La mergl:m de llllllllll elllli'g!l! pl!ll!lltwii 

Nuestra nueva relaci6n, la ecuaci6n (8.35). dice que aun una sola carga puntual 
q tendrli cierta energia electrostatica. En este caso, el campo elktrico estli dado por 

E = 411"!ol'2. 

Luego, la densidad de energia a una distancia r de la carga es 

EoE2 q2 
--Y- = 32"11"2 ~or~ · 

Podemos tomar como elemento de volumen un cascar6n esferico de espesor dr y 
area 4:>rr2• La energia total es 

(8.36) 

Ahora bien, el llmite para r = oo no preseata dificultad. !Pero se supone que 
para una carga puntual tenemos que integrar hasta r = 0, lo cual da una integral 
infinita. La ecuaciOn 
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9--n IE!. giradiernte de ~0W111ciwi 11:1ecmco emi la mllm.Csfierm 

En un dia ordinario sobre una llanura desierta, o sobre el mar, cuando uno se 
eleva a partir de la superficie terrestre el potencial electrico aumenta a raz6n de 
100 volts por metro. Existe, entonces, un campo electrico vertical lE de 100 volts/ 
metro en el aire. EI signo del campo corresponde a una carga negativa sobre la su
perficie de la tierra. 1Esto signillca que el potencial a la altura de sus narices es 
200 volts mas alto que el potencial a la altura de sus pies! Podrian preguntar: 
"i,por qui no se ubican dos electrodos en el aire a un metro de distancia uno de 
otro a fin de utilizar los 100 volts para alimentar nuestras luces elb:tricas?" 0 bien 
podrian preguntar: "si realmente existe una diferencia de potencial de 200 volts entre 
mi nariz y mis pies, (.por qui no recibo una descarga cuando salgo a la calle?" 

Vamos a responder primeramente a la segunda pregunta. El cuerpo es un con
ductor relativamente bueno. Si estlin en contacto con el suelo, ustedes y el 
suelo tenderlin a formar una superficie equipotencial. Ordinariamente las equipo
tenciales son paralelas al suelo como lo muestra la figura 9-1 (a). pero cuando 
ustedes se paran sobre el suelo las equipotenciales se distorsionan y el campo es de 
la forma indicada en la figura 9-l(b). De esta manera tienen ahora una diferencia de 
potencial practicamente nu/a entre la cabeza y los pies. Hay cargas que se desplazan 
de la tierra hacia la cabeza cambiando de este modo el campo. Algunas de ellas 
pueden ser neutralizadas por los iones provenientes del a.ire, pero la corriente de 
esos iones es muy pequeiia debido a que el aire es un mal conductor. 

i,COmo es posible medir un campo de este tipo si el campo se modifica al colo
car alli cualquier cosa? Existen varias maneras. Una de ellas consiste en colocar 
un conductor aislado a cierta distancia encima del suelo y dejarlo alli hasta que este 
al mismo potencial que el aire. Si lo dejamos alli lo suficiente, la pequeiiisima conduc
tividad de! aire permitiril que las cargas 
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Habiendo sugerido cOmo podemos medir el campo electrico en la atmOsfera 
continuaremos con su descripciOn. Las mediciones muestran, primero que nada, 
que a medida que la altitud es mayor el campo· sigue existiendo pero que se vuelve 
cada vez mis debil. AJrededor de los 50 ki!Ometros el campo es muy pequeiio de 
modo que la mayor parte de la variaciOn de! potencial (la integral de E) se produce a 
pequeii.as alturas. La diferencia total de potencial desde la superficie de la tierra 
has ta lo alto de la atmOsfera es alrededor de 400 000 volts. 

~-2 Us colf'Ilie11.les elettrieu m fa mW~m 

Otra cuestiOn que se puede medir adem:ls del gradiente de potencial es la co
rriente en la atmOsfera. La densidad de corriente es pequeiia --a1rededor de IO micro
microamperes cruzan cada metro cuadrado paralelo a la tierra. El aire evidentemente 
no es un aislador perfecto, y debido a su conductividad, una pequeD.a corriente --pro
ducida por el campo electrico que acabamos de descnbir- pasa de! cielo a la tierra. 

l,Por qui es conductora la atmOsfera? En uno que otro lugu hay entre las mo
Jeculas de aire un ion -una molecula de oxigeno, por ejemplo, que ha adquirido un 
electrOn mis o que quizils ha perdido uno-. Estos iones no permanecen como mo
ll:culas simples puesto que su campo elictrico normalmente acumula otras moleculas 
alrededor de ellos. Cada ion se transforma entonces en un pequeD.o montoncito que 
junto con otros montoncitos se desplaza en el campo -movihtdose lent.amente hacia 
arriba y hacia abajo-- produciendo la corriente observada. l,De dOnde provienen los 
iones? Primeramente se pensO que los iones eran producidos por la radiactividad de 
la tierra; (se sabia que la radiaciOn proveniente de materiales radiactivos podia 
transfonnar el aire en conductor por ionizaciOn de sus molCculas). Las particulas 
como los rayos f3, por ejemplo, que ss1en de los nllcleos atOmicos se mueven tan 
rilpidamente que pueden arrancar electrones a los 8.tpmos dejando ione.s a su paso. 
Esto implica, por supuesto, que si nos desplazamos bacia mayores alturas debere
mos encontrar una ionizaciOn menor debido a que la radiactividad proviene de todo 
lo que hay en eJ suelo -de los restos de radio, uranio, pot&sio, etc. 

electrfunetro 
Fig. 9-3. M1diendo la conductiv1dad del 

aire qua se debeal movim1entodeiones. 

A fin de comprobar esta teoris, unos fisicos llevaron a cabo un experimento en 
un globo con el prop6sito de medir la ionizaciOn del aire (Hess, en 1912), y descu
brieron precisamente lo opuesto -que la ionizaciOn por unidad de volumen aumenta 
con la altitud; (el aparato tenia la fonna mostrada en la figura 9-3. Las dos placas 
se cargan peri6dicamente al potencial V. lDebido a la conductividad de! aire las 
placas se descargan lentamente; la rapidez de la de.scarga fue medida con el electrO
metro). !Este fue un resultado muy misterioso -el descubrimiento mils sensacional de 
toda la historia de la electricidad atmosferica-. Fue realmente tan sensacional que 
originO una rama de la ciencia completamente nueva: 
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Fig. 9-4. Cond1c1ones elllctricastfpicas 
enatrn6sfera despe1ad<1. 

de que el potencial varie horizontahnente. El aire, para la escala de tiempo 
que estamos hablando, es efectivamente un conductor. Esto ocurre a alturas vecinas 
a los 50 kil6metros. No es tan alta como la .. ionosfera", en la cual hay gran canti
dad de iones producidos fotoeli:ctricamente por el sol. Sin embargo, para nuestra 
discusi6n sobre la electricidad atmosferica, el aire es lo suficientemente conductor 
alrededor de los 50 kil6metros come para que podamos imaginar que hay una su
perficie conductora pr3.cticamente perfecta a esta altura, de la cual bajan las 
corrientes. La figura 9-4 muestra un gr8fico de esta situaci6n. El problema es: 
i,C6mo se mantienen alli las cargas positivas? i,C6mo se las bombea de vuelta? 
JP'orque si descienden sobre la tierra, se las debe bombear nuevamente hasta esas 
alturas. Este fue uno de los mils grandes enigmas de la electricidad atmosferica 
durante un buen tiempo. 

Fig. 9-5. Vanaci6ndianapromed1odel 
grad1ente de potencial atmosft'incd an un 

;--T--w---;,.~~fT-- dfa despejado sabre las act'ianas; referido 
horns GMT a la hara de Greenwich. 

Cada elemento de informaci6n que se pueda obtener, deberii. damos una indica
ci6n, o por lo menos, decimos algo respecto a esto. Aqui hay un fen6meno intere
sante: si medimos la corriente (que es mils estable que el gradiente de potencia) 
sobre el mar, por ejemplo, o en condiciones controladas cuidadosamente, y prome
diamos con mucho cuidado de modo que nos libremos de las irregularidades, descu
brimos que sigue habiendo una variaci6n diaria. El promedio de muchas mediciones 
sobre el oceano tiene una variaci6n temporal mas o menos como lo muestra la figu
ra 9-5. La corriente varia alrededor de! ± 15 por ciento yes mayor a las 19:0 en 
Landres. Lo extraiio de todo esto es que cualquiera sea el lugar donde efectUen la 
medici6n de la corriente -en el Oceana Atlii.ntico, o en el Oceano Pacifico o en el 
Oceana Artico- itiene un valor mitximo cuando los relojes de Londres indican las 
19:00! En todo el mundo la corriente tiene un mliximo a las 19:00 hara de Landres 
y un minima a las 4:00 tambi6!. bora de Landres. En otras palabr&s, depende de la 
hara absoluta de la tierra y no de la hara local de! lugar de observaci6n. En 
cierto modo no es misterioso; 

9-5 









hlimedo mezcladu con ~·r pocc Cie aire de 
s11bie:r.e. 









est.ii. despejada-. Estos grandes voltajes superan el voltaje de ruptura de! aire y crean 
descargas gigantes de arco. Cuando se produce la ruptura, los rayos transportan a la 
tierra las cargas negativas de la parte inferior de la tormenta. 

Describirernos ahora con cierto detalle las caracteristicas de! rayo. Antes que 
f!ada, hay grandes vo!tajes, de modo que se produce la ruptura elOCtrica de! aire. 
Hay rayos (NT) entre una parte de una nube y otra parte de la nrisma, o entre una 
nube y otra nube, o entre una nube y la tierra. En cada uno de los relii.mpagos inde
pendientes de descarga -el tipo de rayos que ven- bajan aproximadamente 20 6 30 
coulombs de carga. Una pregunta es entonces: lcuii.nto tarda la nube en regenerar 
los 20 0 30 coulombs Uevados por el rayo? Esto se puede saber midiendo, lejos de 
una nube, el campo electrico producido por el momenta dipolar de la nube. En esas 
mediciimes se observa una disminuciOn repentina del campo cuando cae el rayo y 
luego un retomo exponencial al valor anterior con una constante de tiempo que es 
ligeramente diferente en diferentes casos pero que es cercana a 5 segundos. DespuCs 
de cada rayo, la tormenta tarda sOlo 5 segundos en desarrollar su carga de nuevo. 
Eso no significa necesariamente que en todo momento va a haber otro rayo cada 5 
segUl1dos exactamente porque, naturalmente, la geometria cambia, etc. Los rayos 
saltan mils o menos irregularmente, pero lo import.ante es que se tarda unos 5 se
gundos en recrear la condiciOn original. Por lo tanto, hay aproximadamente 4 
amperes de corriente en la maquina generadora de la tormenta electrica. Esto signifi
ca que cualquier modelo que se haga para explicar cOmo esta tonnenta genera su 
electricidad, debe tener mucho jugo -debe ser un dispositivo grande que funciona 
ritpidamente. 

alafuente 
deagua 

Fig. 9-12. Un chorro de agua con un 
campo electrico cerca de la boquilla. 

Antes de seguir adelante discutiremos algo que casi con certeza no tiene nada 
que ver, pero que de todos modos es interesante porque muestra el efecto de un 
campo electrico sabre gotas de agua. Decimos que puede que no tenga nada que ver 
porque se refiere a un experimento que se puede hacer en el laboratorio con W1 

chorro de agua para mostrar los efectos bastante fuertes del campo electrico sobre 
gotas de agua. !En una tormenta no hay ningim chorro de agua; hay una nube de 
hielo en formaci6n y gotas de agua. En consecuencia, la cuestiOn de! mecanismo 
puesto en juego en una tormenta probablemente 

N. de! T.: En castellano se usa frecuentemente reldmpago como sin6nimo de rayo cuando 
el mismo es entre nube y nube o entre una parte y otra de una nube. Para evitar confusiones 
usaremos reliunpago exclusivamente en su acepci6n de "resplandor producido par un rayo". 





una raz6n de por que las gotas de una corriente de aire de alta velocidad sc rompe
rian en dos pedazos desiguales --0110 grande al frente y uno mas pcqueiio atras a 
causa de! movimiento a travfs del aire o algo diferente- tendriamos una teoria; 
(idiferente de cualquier teoria conocida!). Entonces las gotas pequeiias no caerian 
por el aire tan r3.pidarnente como las grandes debido a la iesistencia del aire y ob
tendriamos una separaci6n de cargas. Como ven, es posible urdir todo tipo de posi
bilidades. 

Fig. 9-13. Teorfa de C.T.R. Wilson 
sobre ta separaci6n dacargasen una tor
mentaelectrica. 

Una de las teorias mis ingeniosas, que es mas satisfactoria en muchos aspectos 
que la teoria de la gota que se rompe, se debe a C. T. R. Wilson. La describiremos, 
tal como lo bizo Wilson, con referencia a las gotas de agua, aunque el mismo fen6-
meno se daria tambi6n con hielo. Supongan que tenemos una gota de agua cayendo 
en el campo electrico de unos 100 volts por metro hacia. la tierra cargada negativa
mente, lLa gota tendrii un momento dipolar inducido --siendo positi.va la parte de 
abajo de la gota y negativa la de amba, como se ha dibujado en la figura 9-13. 
Ahora bien, en el aire eruin los "nUcleos" que mencionamos antes --los grandes 
iones lentos; (los iones riipidos no tienen Ul!l efecto importante aqui). Supongan que 
cuando la got.a est8. bajando se aproxima a un ion grande. Si el ion es positivo, es 
repelido por la parte inferior positiva de la gota y se aleja. Por lo tan.to, no se adhie
re a Ia gota. Si el ion se aproximara desde la parte superior, en cambio, se podria 
adherir a la parte de amba que es negativa. Pero como la gota est3. cayendo por el 
aire, hay un desplazamiento de! aire hacia. arriba respecto a ella, el cua1 aleja los 
iones si su movimiento por el aire es suficientemente lento. Luego, los iones positivos 
tampoco se pueden adherir a la parte superior. Como ven, esto se aplicaria imica
mente a los grandes iones lentos. Los iones positivos de este tipo tampoco se adhe
ririln a la parte delantera o a la trasera de una gota que cae. Por el contrario, cuan
do una gota se acerca a los grandes iones lentos negativos, los atrae y los captura. 
La gota adquiere una carga negativa -el signo de la carga ha quedado detenninado 
por la diferencia de potencial original de toda la tierra- obteni&idose el signo 
correcto. Las gotas bajariln con carga negativa hasta la parte inferior de la nube y 
los iones cargados positivamente que quedan atras son arrastrados hacia la parte 
superior de la nube por las diversrui corrientes as·cendentes. La teoria parece muy 
bucna y, por lo menos, da el signo correcto. Ademas no depende de que tengamos 
gotas de liquido. Veremos al estudiar la polarizaci6n en un dielc!ctrico, que los 
trozos de hielo hariln lo nrismo. Tambi&i desarrollar8.n cargas positivas y negativas 
en sus extremos al encontr::rrse en un campo elfctrico. 
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+ .... , + ... + + + / / Fig. 9-16. El ravo de ratomo suba por 
elcaminohachoporlagu!a. 

segunda rama. &tonces venin el primer re18.mpago principal en un lugar y el segun
do relitmpago en otro. Esta es una variante de la idea originaria. 

Ademis nuestra descripci6n es sobresimplificada para la regi6n muy cercana al 
suelo. Cuando la gu-la escalonada llega mis o menos a un centenar de metros de! 
suelo, hay evidencia de que sube una descarga desde el suelo para encootrarla. Es 
posible que el campo se haga lo suficientemente intenso como para que ocurra un 
efluvio electrico. Por ejemplo, si hay un objeto puntiagudo, ta! como uo edificio con 
una punta en el techo, cuando la gu-la se acerca los campos son tao g.randes que se 
inicia una descarga desd.e la punta, la cual sube hasta la. guia. El rayo tiende a 
caer en esa punta. 

Aparentemente se ha sabido desde hace mucho tiempo que los rayos caen en los 
objetos altos. Hay una cita de Artabanis, el consejero de Jerjes, que recomienda a 
su amo sobre un ataque previsto a los griegos -durante la campaiia de Jerjes para 
poner todo el mundo conocido bajo el control de los persas-. Artabanis decia: "Ved 
c6mo Dios con sus rayos siempre hiere a los animales mayores y no Jes permite su 
insolencia, mientras que los de menor porte no lo irritan. Y en forma similar sus 
rayos caen siempre sobre las casas mas altas y los lirboles mis altos". Luego explica 
la raz6n: "Por tanto, daramente, El tiende a empequeiiecer todo lo que se enaltece". 

l Creen ustedes -ahora que tienen una relaci6n verdadera de los rayos que caen 
sobre los lirboles altos- que tienen mayor sabiduria que Artabanis hace 2300 ruios 
para aconsejar reyes sobre cuestiones militares? No se enaltezcan. SOio podrian 
bacerlo menos poCticamente 





Ahora bien, el hecho experimental es que si colocamos un trozo de material aislador 
tal como lucite o vidrio entre las placas, encontramos que la capacitancia es mayor. 
Esto significa, por supuesto, que el voltaje es menor para la misma carga. Pero la 
diferencia de potencial es la integral de! campo el&::trico a travt!s de! capacitor; 
podemosconc!uir asi que dentro de! capacitor el campo eJCctrico disminuye aunque 
las cargas sobre las placas no cambien. 

Fig. 10-1. Capacitor de placas parale
las con un dialectrico. Se muestran las 
lineasdeE. 

l,C6mo puede ser eso? Tenemos una ley de Gauss que dice que el flujo de 
un campo elCctrico estit relacionado directamente con la carga encerrada. Conside
remos la superficie gausiana S que se muestra con lineas punteadas en la figura 
10-1. Como el campo el&::trico disminuye cuando se coloca el diel&::trico, conc!ui
mos que la carga neta dentro de la superficie debe ser menor que cuando no se en
cuentra colocado el die!ectrico. Hay una sola conc!usi6n posible: debe haber cargas 
positivas en la superficie del diel&::trico. Como el campo ha disminuido pero no es 
nulo, debemos esperar que la carga positiva sea menor que la negativa en el conduc
tor. Asi, pues, el fen6meno puede ser exp!icado si podemos comprender, de algUn 
modo, por que cuando un material diel&::trico se coloca en un campo el&::trico hay 
cargas positivas inducidas sobre una superficie y negativas inducidas sobre !a otra. 

CONDUCTOR 

MJJ 
Fig. 10-2. Si colocamos una 18mina CONDUCTOR 

conductora en el interior de un capacitor 
deplacasparalelaslascargasinduc1das 
anulanelcampoenelconductor. 

Podemos observar lo que sucede para un conductor. Por ejemplo, supongamos 
que tenemos un capacitor con un espaciamiento d entre placas y que colocamos 
entre sus placas un conductor neutro cuyo espesor es b, como en la figura 10-2. E!. 
campo el&::trico induce una carga positiva en la superficie superior y otra negativa 
en la inferior, de tal manera que no hay campo en el interior de! conductor. El 
campo en el resto del espacio es el mismo que si no hubiera conductor puesto que· es 
igual a la densidad de carga dividida por 
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A 
~ 
distribuci6n de electrones 

Fig. 10-4. La distribuci6n de los elec
trones de un atomo ub1cado en un campo 
electrioo astfl desplazada con respecto al 
nUcleo. 

En un campo el6ctrico el nUcleo sera atraido en un sentido y los electrones en el 
otro. Las Orbitas de los electrones o sus diagramas de ondas (o toda otra imagen que 
se utilice en mec3.nica cutintica) se deformar8n como se muestra en la figura 10-4; 
el centro de gravedad de la carga negativa se desplazaril y no coincidira mas con la 
carga positiva de! nUcleo. Hemos discutido ya una distribuciOn de cargas como Csta.. 
Si observamos un poco, esa configuraciOn neutra es equivalente, en primera aproxi
ma.ciOn, a un pequeiio dipolo. 

Parece razonable que si el campo no es muy grande, el valor del memento dipo
lar inducido deba ser proporcional al campo. Esto significa que un campo pequei'io 
desplazari poco las cargas y un campo grande producirli un desplazamiento mayor 
~y en proporciOn al campo- a menos que el desplazamiento sea muy grande. En lo 
que resta de este capitulo supondremos que el momenta dipolar es directamente 
proporcional al carnpo. 

Supondremos ahora que en cada itomo hay cargas q separadas por una distan
cia 8, de manera que qli es el momento dipolar por itomo; (usamos li porque ya 
hemos usado d para la separaciOn de las placas). Si hay N atomos por unidad de 
-volumen habrii un momento dipolar por unidad de volumen igual a Nq&. Este mo
mento dipolar por unidad de -volumen sera representado por un vector IP'. Es Util 
decir que tendni la direcci6n de los momentos dipolares individuales, es decir, estarll 
en la direcci6n de la separaciOn 8 de las cargas: 

JP= Nqi. (10.4) 

En general JP' variarii de lugar a lugar en el dielectrico. Sin embargo, en cualquier 
punto de! material, IPI es proporcional al campo electrico IE. !La constante de propor
cionalidad, que depende de la facilidad con que los electrones son desplazados, 
dependera de la clase de titomos que constituyen el materi.al. 
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la carga que aportamos cuando cargamos e1 capacitor. Es necesario recalcar que 
O'pol existe s6lo debido a ulib· Si se elimina uhb por descarga de! capacitor, O'poi des
apareceri, no porque salga por el alambre de descarga sino porque retorna dentro 
de! ·material -por la relajaci6n de la polarizaci6n dentro del material. 

Podemos ahora aplicar la ley de Gauss a la superficie gausiana S de la figura 
10-1. El campo eli:ctrico E en el clieli:ctrico es igual a la densidad total de carga 
superficial dividida por "ir Es evidente que O"po\ y uhb tienen signos opuestos, en 
tonces 

E=~ 
'• 

(I0.6) 

Notemos que el campo E 0 entre las placas de metal y la superficie de1 dieli:ctrico 
es mayor que el campo E; corresponde a ulib sola. Pero aqui estarnos interesados en 
el campo dentro de! dieli:ctrico el cual, si el dieli:ctrico llena todo el espacio entre las 
placas, es el campo en aproximadamente todo el volumen. Usando la ecua
ci6n (10-5) podemos escribir 

E=~. 
'• 

(10.7) 

Esta ecuaci6n no nos dice cu& es e1 campo' eli:ctrico, salvo si conocemos P. AquL 
sin embargo, estamos suponiendo que P depende de E --en efecto, es proporcional 
a E-. Esta proporcionalidad se escribe normalmente en la forma 

(10.8) 

La constante X (ietra griega "ji") se llama susceptibilidad elictrica de! dieli:ctrico. 
!Entonces la ecuaciOn (10-7) se transforma en 

E- ~ l 
- "o lT+XJ' (10.9) 

que nos da el factor l /(J. + x) por el cual se reduce el campo. 
EJ voltaje entre las placas es !a integral del campo electrico. Como el campo 

es uniforme, la integral es precisamente el producto de E por la separaci6n de las 
placas d. 'Ienemos que 

V=Ed= i:oU\dx) 

La carga total sobre el condensador es u1ib A, de man era que la capacitancia 
defmida por (10.2) es 

C = c:oA(l + X') = K<eoA. 
d d 

(10.10) 

Hemos explicado los hechos observados. Cuando un capacitor de placas para
lelas se llena con un dilectrico, la capacitancia aumenta en el factor 

I{= 1 + x, (10.ll) 

que es una propiedad de la materia. lP'or supuesto, nuestra explicaci6n no es com
pleta pues no hemos explicado -como lo haremos mils adelante- c6mo se produce 
la polarizaci6n at6mica. 
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donde £ es ahora otra constante para descnbir la propiedad dielectrica de los ma
teriaks. Se llama "la "perm.itividad"; (se dan cuenta ahora por que tenemos i:: 0 en 
nuestras ecuaciones, esto es, la "perm.itividad de\ espacio vacio"). Evidentemente 

~ = K~o = (I + X)to. (10.25) 

Actualmente consideramos estas propiedades desde otro punto de vista: que 
t~:iemos ecuaciones mny simples en el vacio y que si especificamos en cada caso 
tvd.a~ !as carg::ts, cualquie~a sea su origen, las ecuaciones son siempre correctas. 
Si separamos algunas de las cargas por conveniencia o porque no deseamos realizar 
una discusiOn detallada, pcxlemos, si lo deseamos, escribir nuestras ecuaciones en 
una fotma mas conveniente. 

Debemos hacer resaltar otro punto. Una ecuaci6n ta! como D = EE es un ensa
yo para descnbir una propiedad de la materia. Pero la materia es extremadamente 
complicada y esa ecuaci6n no es en realidad correcta. Por ejemplo, si IE es muy 
grande, D ya no es mils proporcional a IE. !Para algunas sustancias la proporciona" 
lidad se rompe aun para campos pequeiios. La "constante" de proporcionalidad 
tambi&i puede depender de la rapidez con que IE cambie con el tiempo. No obstante, 
esta clase de ecuaciones son un tipo de aproximaci6n, corno la ley de Hooke. No 
pueden ser ecuaciones fundamentales y profundas. Por otra parte nuestras ecuacio
nes fundamentales para IE, (I0.17) y (I0.19) representan nuestro conocim.iento mils 
completo y profundo de la electrostiltica. 

D0-5 !Los CZLHlIIJPOS y JaS fwlinas ~n pn::se111.cfa de dii!:lb:killlO! 

Demostraremos ahora algunos teoremas muy generil!es de la electrost3.tica en si
tuaciones en las cuales hay dielOCtricos presentes. Hemos visto que la capacitancia 
de un capacitor de placas parnlelas aumenta en un factor defm.ido si se lo llena con 
un diel6ctrico. Podemos demostrar que esto es cierto para un condensador de 
cualquier forma, a condiciOn de que toda la regiOn vecina a los dos conductores 
sea llenada con un dielectrico lineal y unifonne. Sin diel6ctrico las ecuaciones a 
resolver son 

V'·Eo = D'1m ,, V X Eo = 0. 

Cuando el dielectrico est3. presente la primera de estas ecuaciones se modifica y te
nemos en cambio las ecuaciones 

V·(KE) = ai;o 
•o v XE= 0. (10.26) 

Como estamos considerando que K es el mismo para todo punto, las dos Ultimas 
ecuaciones se pueden escribir 

'?!·(KE)= D'1ib 
•o 'V X (u:E) = 0. (10.27) 

Tenemos en consecuenc;ia para d! las mismas ecuaciones que para JE 0 por lo 
que tenemos la soluciOn 1t!E = IE 0• En otras palabras, e! campo es menor en todas 
partes en un factor I /K 
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electr6n de! ittomo de helio, comparado con los 13,5 volts necesarios para ionizar el 
hidr6geno. Por lo tanto, seria de esperar que la frecuencia de absorciOn w0 para el 
helio fuera unas dos veces la de! hidr6geno, y que a fuera una cuarta parte. Es de 
esperarque 

Khelio = 1.000050. 
Experimentalmente, 

KhcJio1 = J.000068, 

asi, como ven, nuestras estimaciones a grosso modo estin en buen camino. Asf que 
hemos comprendido la constante dielectrica de un gas no polar, pero sOlo cualitati
vamente porque todavia no hemos usado una teoria at6mica correcta del movimien
to de los electrones atOmicos. 

l i-3 !Las malkubis polares. Polariuici6n '1le orientaciOO 

A continuaci6n consideraremos una molCcula que tiene un momento dipolar 
permanente p0 -ta! como una mo!Ccula de agua-. Sin campo electrico, los dipolos 
individuales seiialan en direcciones al azar, asi que el momento por unidad de volu
men es cero. Pero cuando se aplica un campo electrico, suceden dos cosas: primero, 
hay un momento dipolar inducido adicional debido a las fuerzas sobre Jos electro
nes; esta parte da justamente la clase de polarizabilidad electr6nica encontrada en 
mole<:uias no polares. Para trabajos muy exactos, se deberia incluir este efecto, por 
supuesto, pero lo desecharemos por el momento; (se puede agregar a1 final). Segun
do, el Campo elbctrico tiende a alinear los dipolos individuales para producir un 
momenta resultante por unidad de volumen. Si todos los dipolos en un gas se alinea
r3n, habria una polarizaci6n muy grande, pero eso 

(o) 

(bl 

Fig. 11-2. (a) En un gas de moleculas 
polares, los momentos individuates estan 
orientados al aiar; et momenta promedio 
en unvolumen pequefioescero. (b)Cuan
do exists un campo slectrico, hay cierta 
alineaci6n promedio de las moleculas. 

11-5 





Podemos encontrar nG si integramos {11.17) sobre todos los 8.ngulos; el resulta
do seria justamente N, el nfunero total de mo!i§culas por unidad de vo!umen. El valor 
promedio de cos 8 sobre todos los ingulos es nulo, asi que la integral es justo n0 

por el 8.ngulo s6lido total 4n. Obtenemos 

N 
no= 47f. (ll.18) 

Vemos que segUn la ecuaci6n (11.17) habr8. mas moli:culas orientadas en la di
recciOn del campo (cos e = 1), que contra el campo (cos 8 = -1). Asi, en cualquier 
volumen pequeiio que contenga muchas mol6culas habr.ii un momento dipolar resul
tante wr unidad de volumen -esto es, una polarizaciOn P. Para calcular P, quere
mos el vector suma de todos los momentos moleculares en una unidad de volumen. 
Como sabemos que el resultado estar8. en la direcciOn de E, sumaremos simplemente 
las componentes en esa direcci6n (la suma de las componentes perpendiculares a !E!, 
ser8.nula) 

Podemos obtener la suma integrando sobre la distribuci6n angular. El i!ngulo 
s6lido en 8 es 2t< sen e d8, asi que 

P = .l" n(B)pocos&2r.sen()dfi. 

Sustituyendo n(fJ) dado por la ecuaci6n (1 l.17), tenemos 

P~~f!.{ (1+ 
2 Jo , 

la cual se integra fkilmente dando 

P = NpgE. 
3kT 

(ll.19) 

.(ll.20) 

La polarizaci6n es proporcional al c.ampo E, asi que el cornportamiento sera como 
el de u.11 dielf§ctrico nonnal. Tambi61, como era de esperar, la polarizaci6n depende 
inversamente de la temperatura, porque a temperaturas mas altas hay mils desalinea
miento por colisi6n. Esta dependencia l /T se llama ley de Curi<:. El momento per
manente p 0 aparece al cuadrado por !a siguiente raz6n; en un campo elb:trico dado, 
ia fuerza de alineamiento depende de p~ y el memento medio producido por el ali
neamiento es, a su vez, propordonal a p 0• El momento promedio inducido es 
proporcional a pJ. 

Ahora trataremos de ver hasta qu<§ punto la ecuaciOn (11.20) concuerda con !os 
experimentos. Consideremos el caso de! vapor. Como no conocemos cuitnto vale p 0, 

no podemos cal cul a!' directamente P, pero ta ecuaci6n (l l.20) predice que I( - I debe 
variar inversamente a !a temperatura y lo debemos comprobar. 

De la ecuaci6n {l l.20) obtenemos 

(11.21) 
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Al calcular la polarizaciim de materia s6Iida, primero debemos encontrar cufiles 
son los campos locales en cada celda unitaria. Debemos incluir los campos prove
nientes de la polarizaciim misma, tal como lo hicimos para e1 caso de un liquido. 
Pero un cristal no es un liquido homogfuieo, por eso no podemos usar para eJ campo 
local lo que encontramos en una cavidad esferica. Si investigan un cristal, encon
traritn que el factor l /3 en la ecuaciim (II.24) se vuelve ligeramente diferente, pero 
no mucho (para un cristal cllbico simple, es justamente I /3). Por consiguiente, su
pondremos para nuestra discusiim preliminar que el factor para eJ BaTi0 1 es I /3. 

Ahora bien, cuando escribimos la ecuaci6n (11.28), pue<le que se hayan pregunta
do que sucederia si Na se hiciera mayor que 3. Parece como si " se volviera 
negativo .. Pero seguramente eso no seria conecto. Veamos que sucederia si aumen
tilramos gradualmente a en un cristal particular. A medida que a aumenta, la polari
zaciOn senl. mayor, produciendo un campo local mayor. Pero un campo local mayor 
polarizani mils cada atomo, elevando alln mils los campos locales. Si los iltomos 
pueden "ceder" lo suficiente, el proceso continuaril; existe una especie de retroac
ci6n que hace que la polarizaci6n aumente sin limite -&uponiendo que la polariza
ci6n de cada iltomo aumente en proporci6n al campo. La condici6n de "descontrol" 
ocurre cuando Na= 3. Por supuesto, la polarizaci6n nose vuelve infinita, debido a 
que la proporcionalidad entre el momento inducido y e1 campo electrico deja de 
valer para campos fuertes, por lo que nuestras f6rmulas ya no son correctas. Lo que 
sucede es que la red cristalina "se traba" con una alta polarizaciOn intema 
autogenerada. 

En el caso de! BaTi03 hay tambifn, ademil.s de una polarizaci6n eJectr6nica, una 
polarizaci6n i6nica grande, la cual se debe presurmblemente a que los iones 
titanio pueden moverse un poco en la red cUbica. La red se resiste a grandes movi
mientos, de modo que despuis de haber recorrido eJ titanio un pequeiio camino, se 
tranca y se detiene. Pero entonces la ceJda cristalina queda con un momento dipo
lar permanente. 

En la mayoria de los cristales, realmente e:<;ta es la situaci6n que se puede al
canzar para todas las temperaturas. Lo mas interesante de! titanato de bario es que 
existe una condici6n delicada ta! que si se disminuye Na s61o un poquitito, se 
"despega". Como N decrece al aumentar la temperatura -debido a la dilataciOn 
tCrmica- podernos variar Na variando la temperatura. Por debajo de la temperatura 
critica estil apenas "'pegado'', asi que es ficil cambiar la polarizaci6n --apli
cando un campo extemo- y trabarla en una direcci6n diferente. 

Veamos fil podemos analizar detalladamente lo que sucede. Llamemos Tc a la 
temperatura critica para la cual Na es exactamente 3. A rnedida que la temperatura 
aurnenta, N dism.inuye un poquito debido a la dilataci6n de la red. Como la dilata
ci6n es pequetia, podemos decir que cerca de la temperatura critica 

Net1.=3-fJ(T-T0 ), (11.30) 

donde f3 es una constante pequeiia de! mismo orden de magnitud que el coeficiente 
de dilataci6n tfrmica, o sea alre<ledor de 10-s a 10-{; por grado C. Ahora bien, si 
sustituimos esta relaci6n en la ecuaci6n (11.28), obtenemos 
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Intentaremos hallar ahora lo que sucederia con nuestro modeJo. Supongamos 
que el momento dipolar de cada iltomo sea p y queremos calcular el campo en uno 
de los iltomos de la cadena. Debemos encontrar la suma de los campos de todos los 
otros iitomos. Primera calcularemos eJ campo de los dipolos en una cadena 
vertical so!amente; hablaremos de las otras cadenas mas adelante. El campo a la 
distancia r de un dipolo en una direcci6n seglln su eje estit dado por 

(11.32) 

En cualquier 3.tomo dado, los dipolos a igual clistancia por encima y debajo, darSn 
campos·en la misma direcciOn, asi que para toda la cadena tenemos 

Ecadcna = 4:Eo ~ · (1 + ~ + ~ + ~ + · ·) = ~ 0·!~3 · (11.33) 

No es muy dificil demostrar que si nuestro modelo fuese como un cristal comple
tamente cUbico --esto es, si la siguiente linea idc!ntica estuviese a una clistancia a-
el nllmero 0,383 cambiaria a 1 /3. En otras palabras, si las lineas siguientes estuvie
sen a una distancia a, solamente contribuirian -0,050 unidades a nuestra suma. Sin 
embargo, estamos considerando que la siguiente cadena principal est8. a una distan
cia 2a y, como recuerdan deJ capitulo 7, el campo de una estructura periOdica cae 
exponencialmente con la distancia. Por lo tanto, la contribuci6n de estas lineas 
es mucho menor que ---0,050 y simplemente podemos ignorar todas las otras cadenas. 

Ahora es necesario hallar qui: polarizabilidad a se necesita para que funcione el 
proceso de descontrol. Supongan que el momenta inducido p de cada B:tomo de la 
cadena es proporcional al campo en el, como en la ecuaciOn (11.6). Obtenemos el 
campo polarizante en el 8.tomo debido a Ecaden"' usando la ecuaci6n (11.32). De 
este modo, tenemos dos ecuaciones 

p=l:l'.E~cadena 

Existen dos soluciones; E y p ambos cero, o 

a' 
a= 0.383' 

con E y p ambos distintos de cero. For lo tanto, si lt'. llega a ser a3 /0,383, se esta
bleceni una IXJlarizaciOn permanente mantenida por su propio campo. Esta igualdad 
critica se tiene que alcanzar para el titanato de bario justamente a la temperatura 
T,;:, (observen que si a fuese mayor que el valor critico para campos pequeiios, de
creceria para campos grandes y en el equilibria valdria la misma igualdad que hemos 
encontrado). 

Para el BaTi03, el espaciarniento a es 2 l( 10-S cm, asi que tenemos que esperar 
a= 21,8 x 10-24 cm 3• Podemos comparar esto con las polarizabilidades conocidas 
de los 3.tomos individuales. Para el oxigeno, a: = 30,2 x 10-24 cm; jandamos por 
buen camino! 
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La rapidez con que se genera o absorbe calor en diversos lugares depende, na
turalmente, de! problema. Supongan, por ejemplo, que hay una fuente de calor dentro 
del material (quids una fuente radiactiva, o un resistor calentado con una corriente 
electrica). Llamemos s a la energia cal6rica producida por la fuente por unidad 
de volumen y por segundo. Puede que tambitn haya perdidas (o ganancias) de ener
gia termica hacia otras energias intemas dentro de! volumen. Si u es la energia inter
na por unidad de volumen, -du/dt tambitn serii. una "fuenten de energia cal6rica. 
Tenemos, entonces, 

(12.5) 

No vamos a discutir precisamente ahora la ecuaci6n completa donde las cosas 
varian en el tiempo, porque estamos hacienda una analogia con la electrostiitica, 
donde nada depende de! tiempo. Consideraremos Unicamente problemas deflujo esta
cionario de calor, en los cuales fuentes constantes ban producido un estado de 
equilibria. En estos casos 

'V·k. = s. (12.6) 

Por supuesto, es necesario tener otra ecuaci6n que descnba c6mo fluye el calor 
en diversos lugares. En muchos materiales la corriente de calor es aproximadamente 
proporcional a la rapidez de variaci6n de la temperatura con la posici6n: cuanto 
mayor sea la diferencia de temperatura, mayor serli la corriente de calor. Como 
hemos visto, el vector corriente de calor es proporcional al gradiente de tempera
tura. La constante de proporcionalidad K, que es una propiedad de! material, se 
llama conductividad tirmica. 

18 = -K'VT. (12.7) 

Si las propiedades del material varian de un lugar a otro, se tiene que K = K(x, y, z), 
es funci6n de la posici6n. [La !Ee. (12.7) no es tan fundamental como la (12.5), que 
expresa la conservaci6n de la energia ca16rica, ya que la primera depende de una 
propiedad especial de la sustancia.] Si ahora sustituimos la ecuaci6n (12.6) por la 
ecuaciOn (12.7), tenernos 

w · (K'VT) = -s, (12.8) 

que tiene exactamente la misma forma que ( 12.4 ). Los problemas de 11ujo estaciona
rlo de calor y los probkmas de electrosttltica son los mismos. El vector flujo de 
calor Jin corresponde a E y la temperatura T corresponde a rp. Ya hemos notado que 
una fuente puntual de calor produce un campo de temperature que varia como 
l/r y un flujo de calor que varia como l/r2. Esto no es nada mils que una traduc
ci6n de los enunciados de la electrost!ttica que dicen que una carga puntual genera 
un potenciaJ que varia como l/r y un campo elCctrico que varia como l/r2. En 
general, podemos resolver los problemas estaticos de calor tan filcilmente como los 
problemas electrostilticos. 

Consideremos un ejemplo simple. Supongan que tenemos un cilindro de radio a 
a temperatura T1, mantenida por la generacj6n de calor en el cilindro; (podria 
ser, por ejemplo, un alambre por el que circula corriente, o una caiieria dentro de la 
cual se estii condensando vapor). El cilindro esta cuhierto de una camisa concentrica 
de material aislador que tiene una conductividad K. Digamos que el radio exterior de 
la aislaciOn es b y 



(P.9) 

(J/.10) 



a hasta r = b, obtenemos 

1\ = -





Esta f6rmula nos da la temperatura en cualquier punto del bloque. La figura 12-2 
muestra varias superficies isotermicas. Tambien muestra las lineas de k, que se 
pueden obtener de II= -KvT. 

En un principio nos interesamos en la distribuci6n de temperatura sobre la su
perficie. Para un punto de la superficie a una distancia p de! eje, r 1 = r 2 = -.(j7"+{i2, 
de modo que 

T(superfi.cie} = 4;K ../p:: a2 • (12.15) 

La figura muestra tambifu esta funci6n. Naturalmente, la temperatura justo por 
encima ·de la fuente es mayor que en puntos mas lejanos. Este es eJ tipo de problema 
que los geofisicos necesitan resolver frecuentemente. Vemos ahora que es el mismo 
tipo de cosas que ya hemos estado resolviendo en electricidad. 

Il 2-3 L111 miembraraa i!iensa 

Consideremos ahora una situaci6n fisica completamente diferente que, no obs
tante, nos da de nuevo las mismas ecuaciones. Consideren una 18.mina delgada de 
goma -una membrana- que ha sido estirada· sobre un gran marco horizontal (como 
en un tambor). Supongan ahora que se empuja la membrana hacia arnba en un lu
gar y hacia abajo en otro, como lo muestra la figura 12-3. I,Podemos describir la 
forma de la superficie? Mostraremos cOmo se puede resolver el problema cuando las 
deflexiones de la membrana no son muy grandes. 

En la membrana hay fuerzas porque estii tensa. Si hicietamos un pequeiio corte 
en cW!llquier parte, los dos !ados de! corte se separarlan (ver la Fig. 12-4). Hay, pues, 
una tensi6n supeificial en la membrana, anilloga a la tensi6n unidimensional en una 
cuerda ~ensa. Definimos el m6dulo de la tensi6n superficial • como la fuerza po; 
unidad de longitud necesaria para mmntener unidos los dos hordes de un carte ta! 
como uno de los mostrados en la figura 12-4. 

Supongan ahora que consideramos una secci6n vertical de la membrana. Apare
cera como una curva., tal como la que muestra la figura 12·5. Sea u el desplazamien
to vertical 
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Habr8. otra contribuci6n a tJ.F proveniente de los otros dos hordes; el total es 
evidentemente 

Las defonnaciones del diafragma se dem:n a fuerzas extemas. Representemos con 
f la fuerza hacia arriba por unidad de area que ejercen sobre la membrana (una es
pecie de "presiim") las fuerzas externas. Cuando la membrana esta en equilibrio (el 
caso estlitico), esta fuerza se debe equilibrar con la fuerza interna que acabamos de 
calcular, ecuaciOn (12.16). Esto es 

f= - ~~y· 
La ecuaciOn (12.16) se puede escribir entonces 

(12.17) 

donde \J significa, naturalrnente, el operador gradiente bidimensional (8 /8x, 8 /8y). 
Tenemos la ecuaciOn diferencial que relaciona u(x, y) con las fuerzas aplicadas 
f(x, y) y la tensiOn superficial T(x, y) que, en generaJ, puede variar de un punto a 
otro de la membrana; (las deformaciones de un cuerpo el8.stico tridimensional tam
bii:n estim gobemadas por ecuaciones similaxes, pero nos limitaremos a dos dimen
siones). Nos ocuparemos Un.icamente de! caso en que la tensi6n T es constante en 
toda la membrana. Entonces podemos escribir la ecuaci6n (12.17) en la fonna 

(12.18) 

jTenemos otra ecuaciOn igual a la de la electrostatica! -sOlo que esta vez se 
limita a dos dimensiones-. El desplazamiento u corresponde a 'Py fh ya pfr.0• Asi 
pues, todo lo que hemos hecho para hojas cargadas infinitas y planas, o alambres 
largos y paralelos, o cilindros cargados, se ap!ica directamente a la membrana tensa. 

Supongan que presioQamos la membrana en un punto hasta una altura detenni
nada --o sea que fijamos los valores de u en algunos puntos-. Es lo an8.logo a tener 
un potencial determinado en los puntos correspondientes en una situaciOn el&:trica. 
As!, por ejemplo, podemos hacer un "potencial" positivo empujando hacia arriba la 
membrana con un objeto que tenga la forrna transversal de! correspondiente con
ductor cilindrico. Por ejemplo, si empujamos la membraaa hacia arriba con una 
varilla redonda, la superficie adoptara la forma mostrada en la figura 12-6. La 
altura 11 es lo mismo que el potencial <p de una varilla cilindrica cargada. Decrece 
como In (!Ir); (la pendiente, que corresponde al campo e!i:ctrico E, cae como 1 /r). 

La liim.ina estirada de goma ha sido usada a menudo para resolver experimental
L1eL.te problemas electricos complicados, jSe usa la analogia al revfs! Se presiona la 
!&mi.ca con diversas varillas y barras hasta alturas que corresponden a los poten
ciales de un conjunto de electrodos. Las medidas de la altura dan entonces el 
potencial eli:ctrico 
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La ecuaci6n vectorial para .II es 

J = -DVN. (12.20) 

La rapidez con que los neutrones fiuyen a traves de cualquier elemento de super
ficie da es J ·n da (donde, como de costumbre, n es el versor normal). El flujo re
su!tante que sale de un elemento de volumen es entonces (siguiendo el razona
miento gausiano habitual) V·JdV. Este flujo daria lugar a una disminuciOn en el 
tiempo del ni.imero que hay en t. V a no ser que se creen neutrones en t. V (por 
algim proceso nuclear). Si dentro del volumen hay fuentes que generan S neutrones 
por unidad de tiempo en la unidad de volumen, el flujo resultante que sale de t. V 
serit igual·a (S- i'N/(}t)tiV. Tenemos entonces 

(12.21) 

Combinando (12.21) con (12.20) obtenemos la ecuaci6n de difusi6n de neutrones 

V·(-DVN)= s-T,· (12.22) 

En el caso estittico -en el que ?N/(1 O- itcnemos la ecuaciOn (12.4) de nue
vo! Podemos emp!ear nuestro conocimiento de electrostittica para resolver problemas 
sobre la difusi6n de neutrones. Resolvamos. pues, un problema. (Ustedes se pregun 
tariln: ~por quf resolver otro problema si ya hemos hecho todos los problemas de 
e!ectrostittica? iPodemos hacerlo mils rdpido esta vez porque hemos resuelto los 
problemas e!ectrostilticos!) 

Fig 12-7. lal Los neutrones produc1-
dos Liniformemente en toda una esferade 
rad1oaenungranbloquedegraf1tose 
d1lunden hac1aafuera. Sehallaladens1dad 
N de neutrones en lunc16n de r, ladistan
c1a al centro de la fuente (b)Las11L1aci6n 
electrostilt1caanaloga:unaesferau111for
me de carga, dondeNcorrespondea11,y 
Jcorrespondea!E 
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Hay muchas situaciones fisicas en que la difusi6n juega un papel importante. El 
movimiento de iones a trav6s de un liquido, o de el~trones a traves de un semi
conductor, obedece a la misma ecuaci6n. Encontramos una y otra vez las mismas 
ecuaciones. 

~Z-5 lBI flujo i!l'rotaciolllaD d~ uo flW.do; ie11!1111jo akedeidor de UH tsif'era 

Consideremos ahora un ejemplo que no es realmente muy bueno, porque las 
ecuaciones que usaremos no represent.an realmente el tema con total generalidad, 
sino Unicamente en una situaci6n idea!izada artificial. Encaramos el problema de! 
flujo de agua. En el caso de una lamina t.ensa nuestras ecuaciones eran una aproxi
maci6n correcta s61o para desviadones pequeiias.. En nuestra consideraci6n del flujo 
de agua no haremos ese tipo de aproximaci6n; tenemos que hacer restricciones gue 
de ninguna manera se aplican al agua real. Trataremos Unicamente el caso de! flujo 
estacionario de un liquido incompresible, sin viscosidad y sin remolinos. Represen
tamos entonces el flujo dando la velocidad v(r) en funciOn de la posici6n r. Si el 
movimiento es estacionario (el Unico caso para el cual hay una anolog-la e!ectrostil
tica) v es independiente del tiempo. Si p es la densidad del fluido, pv es la cantidad 
de masa que pasa por unidad de tiempo a traves de un itrea urlltaria. Por la conser
vaci6n de la materia, la divergencia de pv sera, en general, la derivada eJ 
tiempo de la masa de! material por unidad de volumen. Supondrem::is 
ningU.n proceso de creaciOn o destrucciOn continua de materia. Ls. 
la materia reguiere entonces que V · pv = O; {en general, tendfia que se1 
-0 pl at, pero como nuestro flUido es incompresib!e, p no pu~e variar). Como 
!a misma en todo punto, podemos sacarla como factor y el.i;:n,,ic:rlb y 
ecuaci6n es simplemente 

v v = 0. 





satisfaga dos restricciones: (I) no hay flujo dentro de la regi6n esferica encerrada 
por la superficie de la bola y (2) el flujo es constaute a grandes distancias. Para 
satisfacer (I) la componente de v normal a la superficie de la esefera debe ser cero. 
Esto significa que a lji I a r es cero para r = a. Para satisfacer (2), debemos tener 
alji/Jz = v0 en todos los puntos donde r :>a. Estrictamente hablando, no hay nin
glln caso electrostittico que corresponda exactamente a nuestro problema. En 
realidad corresponde a tener una esfera de constante dielOCtrica cero en un campo 
el6.::trico uniforme. Si hubi&amos obtenido la soluciOn del problema de una esfera 
de constante dielclctrica K en un campo uniforme, haciendo " = 0 tendriamos inme
diatamente la soluci6n de este problema. 

No hemos resuelto este problema electrostittico particular en detalle. pero hag&
moslo ahora; (podriamos trabajar directamente sobre el problema de flUidos con 
v Y 1/J, pero usaremos E y ffJ porque estamos acostumbrados a ellos). 

!El problema es: hallar una soluciOn de V 2'{1 = 0 tal que IE = -\lqJ sea una 
Constante, IE0 digamos, para r grande y ta] que la componente radial de lE sea igual 
a cero para r = a. Esto es, 

'±[ ~ 0 
iJr •~.. • 

(12.32) 

En nuestro problema interviene un nuevo tipo de condici6n de contomo, no 
aqua donde If! es una constante sobre una superficie sino que aqJ/ar es una cons
tante. Esto es un poco diferente. No es ficil obtener la respuesta inmediata
mente. Antes que nada, sin la esfera, If' seria -Eoi;. Entonces lE estaria en la 
direcci6n z y tendria en todo punto el m6dulo constante Eir Ahora bien, hemos 
analizado el caso de una esfera que tiene polarizaci6n uniforme dentro de ella y en
contramos que el campo dentro de tal esfera es un campo uniforme y que fuera es 
igual al campo de un dipolo puntual ubicado en el centro. Asi pues, supongamos 
que fa soluci6n que buscamos es una superposici6n de un campo Wliforme mils el 
campo de un dipolo. El potencial de un dipolo (capitulo 6) es pz/477:irl3. Por lo 
tanto suponemos que 

P' 
4> = -EoZ + 47re0r3 · (12.33) 

Como el campo decrece como 1 /r3, a grandes distancias tenemos simplemente el 
campo E-0. Nuestra conjetura satisfarii automitticamente la condiciOn (2) enunciada 
mils aniba. lPero que tomamos para la intensidad p del dipolo? Para hallarla 
podemos usar la otra condici6n sobre rp, ecuaciOn (12.32). Tenemos que derivar 'P 
respecto a r, pero por supuesto tenemos que hacerlo manteniendo el iingulo fJ cons
tante, asi que es mils conveniente expresar primero 'P en funciOn de r y fJ, en lugar 
de z y r. Como z = r cos fJ, obtem:::mos 

<? = - E0r cos e + !:;0s,: · (12.34) 

La componente radial de m es 

aq:, pcos 9 
- 7ii = +Eocos (J + Z7reora · (12.35) 
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Fig. 12-9. la iluminaci6n fn de unasu
perficie eslaenergfaradiantequellegapor 
unidad d0 tiempo a una unidadde.§reade 
lasuperfic1e. 

campo electrico de una carga puntual de intensidad 47r<'0S. Sabiendo esto, vemos 
que para cualquier distribuciim de fuentes de luz podemos hallar la respuesta resol
viendo el correspondiente problema electrostlitico. Calculamos la componente ver
tical del campo el6ctrico sabre el piano debida a una distnbuciOn de cargas en la 
misma forma que para las fuentes de luz*. 

Con5ideren el ~iguiente ejernplo. Psra cierta situaciOn experimental especial de
seamos disponer las cosas de modo que la superficie superior de una mesa tenga 
una iluwJnaciOn muy unifonne. Disponemos de tubos fluorescentes largos que radian 
uniformemente seglln su eje. Podemos iluminar la mesa colocando los tubos fluores
centes en un arreglo regular en el cielorraso, que esta a una altura z de la 
mesa. l,CuiLl es el mayor espaciarniento b entre tubo y tuba que debemos usar si 
queremos que la iluminaci6n de la superficie sea uniforme a menos de UDO en mil, 
por ejemplo? Respuesta: (1) hallen el campo elbctrico de una grilla de alambres con 
espaciamiento b, cargados uniformemente; (2) calculen la componente vertical de! 
campo electri~o; (3) determinen cuitl debe ser e1 valor b para que las ondulaciones 
de! campo no sean mayores de uno en mil. 

En el capitulo 7 vimos que el campo el&:trico de una grilla de aJambres cargados 
se podia representar como una suma de terminos, cada uno de las cuales daba una 
variaciC\n sinusoidal del campo con un periodo de b Jn, donde n es un entero. La 
amj>litud de cu.alquiera de estos ternunos estil dada por la ecuaci6n (7 .44): 

S6!o ne<:esitamos considerar n = 1, ya que queremos iinicaroente el carnpo en pun
tos no muy cercanos a la grilla. Para tener un& soluci6n completa., tendriamos que 
detenninar tambi6n los coeficientes An, lo cual no hemos hecho todavia (aunque es 
ur, 1::hlculo diredo). Como necesitamos Unicamente A 1 podemos estimar que su mag
nitu<l es aproximadamente la rnisma que la dcl campo medio. El factor exponencial 
nos daria entonces directameme la amp!itud relativa de las variaciones. Si queremos 
que este factor sea IO·J, encontramos que h debe ser 0,9lz. Si hacemos que el espa
ciarn.if'nco de los tub.os f1uarescentes sea 3/4 
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Esto nos lleva a otra pregunta interesante. {.Es quizas el mismo enunciado v8.lido 
tambi6n para las ecuaciones electrosttiticas? {.Son tambi6n correctas Unicamente 
como imitaciOn continua de un mundo microscOpico realmente mucho mas compli
cado? lNO serii. que el mundo real consiste en mimi.sculos X-ones que sOlo se pue
den ver a distancias pequeii{simas? l,Y queen nuestras medidas siempre observamos 
en una escala tan grande que no podemos ver estos X-ones mimi.sculos yes por eso 
que obtenemos las ecuaciones diferenciales? 

Nuestra teoria mils reciente y completa de la electrodiniimica tiene por cierto sus 
dificu!tades a distancias muy cortas. Asi pues, en principio es posible que esas 
ecuaciones sean versiones continuas de algo. Se presentan como correctas hasta 
distancias de unos 10~u cm, pero luego comienzan a parecer incorrecta5. Es posible 
que hay a alguna "maquinaria" subyacente no descubierta todavia, y que los detaUes 
de la complejidad subyacente esten escondidos en las ecuaciones de aspecto conti
nuo -ta! como en la difusi6n "continua" de neutrones-. Pero nadie ha formulado 
toclavia una teoria exitosa que funcione de esta manera. 

Y lo mas extraiio es que (por razones que no comprendemos en absoluto) la 
combinaci6n de la relatividad y la meciinica cuiintica ta! como la conocemo~ parece 
prohibir la invenci6n de una ecuaci6n que sea fundamentalmente diferente de la 
ecuaci6n (12.4) y que al mismo tiempo no lleve a alglln tipo de contradicci6n. No 
simp!emente una discrepancia con los experimentos, sino una contradicciOn interna. 
Como, por ejemplo, la predicci6n de que la suma de las probabilidades de todos los 
sucesos posibles no sea igual a la unidad, o que a veces las energias resulten en 
nUrneros complejos, o cualquier idiotez de esas. Nadie ha construido todavia una 
teoria de la electricidad para la cual se entienda 'V2<p = -p/t0 como una aproxima.
ci6n continua a un mecanismo mlis blisico, y que al mismo tiempo no lleve a la lar
ga a algUn tipo de absurdo. Pero se debe aiiadir que tambien es cierto que la hip6te
sis de que 'V2qi = - p/E0 es viilida para toda la distancia, sea como sea de pequeii.a, 
lleva a sus propios absurdos (la energia e!&:trica de un e!ectrOn es infinita) -absur
dos para los cuales nadie conoce todavia una escapatoria. 
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Fig. 13-1. La.componentedependiente 
de !a velocidad de la fuerza que aGtUa so
bre una carga an rnovimiento es normal a 
vyalad1recci6nde1B.Adamilsespropor
cional a la componente devnormal ae, 
oseaavsenl:I. 

Puede poIW.rse fil.cilmente en evidencia la fuerza magnetica acercando llll imiln 
a 1.m l:llbo de rayos cat6dicos. La desviaciOn del haz de electrones muestra que la 
pre.."encia del i_.71fui produce fuerzas sobre los electrones que actllan perpendicular
mente a la direcci6n de movimi.ento, tal como lo hemos descrito en el capitulo 12 
de\ vol. J:. 

La 1midad de campo magneti.co Bes evidentemente un newton· segundo por me
tro•. Tambi6n se la llama un weber por metro cuadrado. 

H-2 La ~~niente e!eetrric2; i::o-nser,..ad6rn cl<t la ~a1.1:s. 

Primeramente consideraremus c6mu podemos comprender la fuerza magni§tica 
actuando sobre un afa.mbre recorrido pm una corriente el6ctrica. Para ello definarnos 
que ae entiende por densidad de coniente. Las corrientes el6ctricas son electrones u 
otras cargas en movirnieato y con UI1 desplazamiento global o flujo neto. Podemos 
representar e! flujo de cargas por medio ck un vector que nos indique la ca..'ltidad de 
carga que pas2. por unidad de superficie y por unidad de tiempo a trav&.l de un 
elemento de superficie perpendicular al flujo (como hicirnos en el caso de la propa
gaci6n de.I calor). Uamaremos a esto densidad de corriente y la representaremos por 
el vector j. Est& dirigido en la direcciOn de! movimiento de las cargas. Si considera
mos un il:cea peoueiia /1S en un lugar dado de! material, ia cantidad de cargas que 
fluyen a traves dE: esta superficie en la unidad de tiempo es -

j·nfJ.S, (13.2) 

donde n es el versor normal a i1 S. 
La densidad de cDrriente esta re!acionada con fa veloci<lad de! flujo medio de las 

cargas. Supongan que tenemos una distribuci6n de carg1rn cuyo movi!J'iento medio 
sea una traslaci6n a velocida-d r. Curuido est.a distribuci6n ;:m.sa a traves de un 
elemento de superficie LiS, la carga. llq q_ue pMa a trn.ves de! e!emento de superficie 
en nn tiempo LI.I es iguaJ a la carga contenida en un paralelepipedo cuya base es 
11S y cuya altura es vilt como se muestra en la figura 13-2. El vohlmen de! paraie
lepipedo es el producto de la proyecci6n de !J.S norm.al a v por v .1t, e! cual, mul
tiplicado por la densid!l.d de carga p nos da 6.q. Luego, 

f1q = p1.1·ni:J.St:.1. 

La carga por llllidad de ti em po es entonces pv · n !J.S, de lo cua.! obtenemos 

j = (JIJ. (13.3) 
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que cuando hay corriente en un alambre, el alambre mismo genera u~ampo 
magnetico. Las cargas en movimiento producen entonces un campo m gnetico. 
Ahora trataremos de descubrir las !eyes que determinan de qui: manera n crea
dos tales campos magneticos. La pregunta es: dada una corriente, l.QUi: cam mag
netico se produce? La respuesta a esta pregunta se logr6 experimentalmente por 
medio de tres experimentos criticos y un razonamlento teOrico brillante dado por 
Ampere. Pasaremos por sobre el interesante desarrollo hist6rico y diremos simple
mente que un gran nllmero de experimentos ban demostrado la validez de las ecua
ciones de Maxwell. Tomemoslas como punto de partida. Si en cstas ecuaciones de
jamos de !ado los terminos que contienen las derivadas respecto al tiempo, tenemos 
las ecua!"iones de la magnetosidtica: 

V·B = 0 (13.12) 

c2v x J1J = 1... (13.13) 

'" Estas ecuaciones son vilidas solamente si todas las densidades de carga electrica son 
constantes y todas las corrientes son estacionarias, de tat manera que los campos 
electricos y magneti.cos no estCn cambiando con el tiempo -todos los campos son 
"est8.ticos". 

Debemos recalcar que es muy peligroso pensar que pueda existir una cosa tal 
como una situaci6n magnetica estitica, porque es necesario que haya conientes 
para la creaci6n de un campo magnCtico -y las conientes provienen s61o de las 
cargas en movimiento--. La "magnetostii.tica" es entonces una aproximaci6n. Se refie
re a un caso especiaJ de situaci6n dinii.mica con gran cantidad de cargas en 
movimiento que se pueden aproximar por un flujo estacionario de cargas. S6lo en
tonces podemos hablar de una densidad de coniente j que no cambia en el tiempo. 
lE1 tema deberia llamarse mas precisamente, estudio de las corrientes estacionarias. 
Suponiendo que todos los campos son constantes podemos eliminar todos los tCrmi
nos del tipo OE/Ot y OB/Ot de las ecuaciones completas de Maxwell, ecuaci6n 
(2.41) y obtener las dos ecuaciones (13.12) y (13.13). Obsetvemos tambiOl que si la 
divergencia del rotor de cualquier vector es necesariamente cero, la ecuaci6n (13.13) 
requiere que v ·j = 0. Esto es cierto, por la ecuaci6n (13.B) solzmente si Op/at es 
cero. Pero debe ser as! si IE no cambia con el tiempo y entonces nuestra bip6tesis es 
correcta. 

La condici6n v · j = O significa que puede haber solamente cargas que describen 
trayectorias cerradas de manera que vuclven al lugar en que estaban antes. Por 
ejemplo, pueden fluir por aJambres que formen lazos cerrsdos -llam:ados circuitog...., 
Por supuesto, los circuitos pueden conterter generadores o baterias que hagan flui:r 
a las cargas. Pero no pucden incluir condensadores que se estCn carg11J1do o descar-

==c~~r ;~";!~'e1m!:o~C::t~=i:=~~ e;~ra:! ~~~inc~: I=p~ 
las corrientes continuas)o ~ 

Examinemos ahora las ecuaciones (13.12) y (13.13) para ver lo que signific 
La primera dice que la divergencia de 18 es cero. Comparii.ndola con la ecuaci6n 
anilloga electrost8tica, que dice que V. JE = p/£0 podemos concluir que no hay nada 
magnetico anfil.ogo a la carga ell:ctrica. No hay cargas magniticas desde donde 
puedan salir las lineas de IE. Si pensamos en terminos de "'lineas" del campo vecto
rial B las mismas nunca podrii.n empezar o detemerse en al.go. l.De d6nde provienen 
entonces? Los campos mangeticos .. aparecen" en presem:ia. de corrientes; tienen un 
rotor proporcional a la densidad de corriente. En todo lugar donde haya corriente 
b.abtii lineas de campo magnet:ico formando 
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de linea de IE sobre esta curva es precisamente Bof..., y debe ser igual a I /E.F veces 
la corriente total a travfs de I', o sea NI si hay N vueltas en la longitud L del sole
noide. Teoemos 

NI 
BoL = o<oc'. 

0 sea, que llamando n al mimero de vueltas por unidad de longitud de! solenoide (es 
decir, n = N /L) obtenemos 

(13.19) 

lQuC !es sucede a las lineas de Ill! cuando llegan al extremo de! solenoide? Es 
probable que se dispersen de alguna fonna en el exterior y que retomen para entrar 
por el otro extremo de! solenoide como se ha esquematizado en la figura 13-9. Un 
campo tal es exactamente el que se ohserva en el exterior de una harra magnetica. 
Pero, despuCs de todo, t,quC es un imiln? Nuestras ecuaciones dicen que 1B se origina 
en presencia de corrientes. Por otra parte, sabemos que las barras ordinarias de 
hierro (sin baterias ni generadores) tambiett crean campos magneticos. Podrian pen
sar que deberia haber otros tCrminos en el segundo miembro de la (13.12) o de la 
(13.13) para representar "la densidad de hierro magnetico" o alguna magnitud simi
lar. Pero no hay tales t6minos. Nuestra teoria dice que los efectos magneticos del 
hierro provienen de corrientes intemas que ya ban sido anteriormente tenidas en 
cuenta en el tCnnino en j. 

Fig. 13-9. El campo magn6t1co an el 
axteriordeunsofenoide. 

La materia es muy compleja cuando se la min. desde un punto de vista funda
mental -<:0mo lo vimos cuando tratilbamos de comprender los dielf:ctricos-. A fin de 
no interrumpir nuestra discusiOn, esperaremos para desarrollar en detalle mas ade
lante el conocimiento de los mecanismos internos de los materiales magneticos tales 
como el hierro. Deber8.n aceptar por el momenta q_ue todo el magnetismo es produ
cido por corrientes y que en un imfili permaneote hay corrientes interoas perma
nentes. En el caso de! hierro esas corrientes provienen de IBi rotaciOn de los 
electrones alrededor de sus propios ejes. Cada electrOn tiene una rotaciOn de este 
tipo, llamJt.da espin, que equivale a la circulaci6n de una pequeiia corriente. Por 
supuesto, un solo electr6n no produce mucho campo magnetico pero un trozo ordi
nario de materia contiene billones y billones de electrones. Nonnalmente los 
espines est8.n orientados en todas direcciones de manera que no bay un efecto 
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En el sistema S se ve claramente que existe una fuerza sobre la particula. La 
fuerza estli dirigida hacia el alambre, de tal manera que si la carga se esti moviendo 
!ibremente, podemos ver que curva su trayectoria hacia el alambre. Pero en el siste
ma S' no puede haber fuerza magnetica sobre la particula puesto que su velocidad 
es nula. {.Se queda, en consecuencia, donde esti? {.Veriamos suceder cosas dllerentes 
en los dos sistemas? EJ principio de relatividad nos dice queen S' tambit\n debemos 
ver que la particu\a se acerca al alambre. Tratemos de comprender por qui: sucede 
esto. ' 

Retomemos a nuestra descripci6n at6mica de un alambre que lleva corriente. En 
un conductor nonnal, digamos en el cobre, las corrientes ele<:tricas provienen del 
movimiento de algunos de los electrones negativos -digamos los electrones de 
conducci6n- mientras que las cargas nucleares positivas y los restantes electrones 
pennanecen fijos en el seno de! material. Sea P- la densidad de electrones de con
ducci6n y v su velocidad en el sistema S. La densidad de cargas en reposo en el 
sistema S esp ... que debe ser igual a menos p_, puesto que hemos considerado un 
alambre no cargado. No existe entonces campo electrico fuera del alambre y la 
fuerza sobre una particula en movimiento es simplemente 

JF=qv 0 XB. 

Utilizando el resultado que encontramos en la ecuaci6n (13.18) para el campo mag
netico a la distancia de r del eje del alambre, concluimos que la fuerza sabre la 
particula estit dirigida hacia fuera del alambre y su m6dulo es 

Utilizando las ecuaciones (13.4) y (i3.5), La corriente I se puede escribir como 
p_vA, donde A es la secci6n de! alambre. Entonces 

t13.20) 

Podemos continuar y tratar el caso general don 11 y v0 son dos velocidades 
arbitrarias, pero es muy interesante considerar el caso rticular en que la velocidad 
110 de la particula es igual a la velocidad v de los electro de conducci6n. JEscribi
mos entonces v0 = v, y la ecuaci6n (13.20) se transforma en 

(13.21) 

Veamos ahora que sucede en S' donde la particula est8. en reposo y el alambre se 
desplaza (hacia la izquierda en la figura) con velocidad v. La carga positiva que se 
desplaza con el alambre puede crear un campo magnetico B' en el Ingar en que se 
encuentra la particula. Pero la particula esta ahora en reposo, jes decir que no hay 
fuerza mo.gnlitica actuando sobre ella! Si hay alguna fuerza actuando sobre la particu
la debe provenir de un campo eli::ctrico. Es necesario que el alambre en movimien
to haya producido un campo electrico. Pero esto puede ocurrir solamente si aparece 
cargado -es preciso entonces que un alambre neutro con corriente aparezca cargado 
cuando se lo pone en movimiento. -

Tenemos que estudiar esto. Tenemos que calcular' la densidad de carga en el 
alambre en S' a partir de lo que sabemos en S. Se puede pensar a priori que es lo 
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y asi todo marcha bie.:. De (13 21); (13.32) obtencmos 





Con estas ecuaciones podemos relacionar cargas y corrientes medi.das en un sistema 
con las medidas en otro. Tomando las cargas y corrientes en uno de estos sistemas 
podemos resolver el problema electromagnetico en el mismo sistema utilizando nues
tras ecuaciones de Maxwell. El resultado que obtengamos para el movimiento de 
particula!! seni el mismo, cualquiera sea el sistema que elijamos. Volveremos miis 
adelante a las transformaciones relativistas de los campos electromagnCticos. 

U-8 SlllperposkiOO; la regla die b. ll!lla1110 idlereelila 

Concluiremos este capitulo seiialando dos puntos mas relativos al tema de la 
magnetostiitica. Primero, nuestras ecuaciones b8sicas para el campo magnetico son 

lineales en B y j. Esto significa que el principio de superposici6n tambiCn se aplica 
a los campos magneticos. El campo producido por dos corrientes estacionarias dife
rentes es la suma de los campos individuales de cada corriente actuando sola. Nues
tro segundo punto a seiialar se refiere a la regla de la mano derecha con la que nos 
hemos vuelto a tropezar (ta! como la regla 'de la mano derecha para el campo 
magnetico producido por una corriente). Hemos observado ademiis que la magneti
zaciOn de un imin de hierro se comprende a partir de la rotaci6n de los electrones 
en el material sobre si nrismos. El sentido de! campo magnetico de los electn;mes 
que rotan esta relacionado con el eje de rotaciOn por la misma regla de la mano de
recha. Como B se determina por una regla ""de mano" ---implicando un producto 
vectorial o un rotor- se lo llama vector axial; Oos vectores cuyo sentido en el espa
cio no dependen de una referencia a la mano derecha o izquierda se Ila.man vectores 
po/ares. Desplazamiento, velocidad, fuerza y E, por ejemplo, son vectores polares). 

Las cantidades fisU:as obser!lables en electromagnetismo no son, sin embargo, 
derechas o izquierdas. Las interacciones electromagnet.icas son simetricas frente a 
reflexiones (ver Cap. 52, vol I). Siempre que se calculen fuerzas magneticas entre dos 
sistemas de corrientes, el resultado es invariante con respecto a un cambio en la 
convenci6n de las manos. Nuestras ecuaciones conducen, inde~ndientemente de la
convenciOn de la mano derecha, hasta el resultado fmal de que corrientes paraleJas se 
atraen o que corrientes en sentido opuesto se repelen; (traten de calcular la fuerza 
utilizando "reglas de la mano izqUierda"). Una atracci6n o una repulsion es un 
vector polar. Esto sucede porque al describir cualquier interacciOn completa, utiliza
mos la regla de la mano derecha dos veces -una para hallar Jm a partir de las 
corrientes y nuevamente para encontrar la fuerza que iB produce sobre una segunda 
corriente-. Utilizar la regla de la mano derecha dos veces es lo mismo que hacerlo 
dos veces con la izquierda. Si cambiB.ramos nuestras convenciones a Wl sistema de 
mano izquierda, todos nuestros campos lBl se invertirian, pero todas las fuerzas ---0 lo 
que es quiziis mils importante, las aceleraciones observadas de los objetos- no 
cambiarian. 

Aunque los fisicos ban descubierto recientemente y para su gran sorpresa que 
todo.s las !eyes de la naturaleza no son siempre invariantes frente a reflexiones en un 

"P'io, la. ley"' dd oi<otromagnoti•mo tionon '""/ 
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0, cscribiendo las ccmponemes, 

(1"-.4) 

<V = rji + C 



w. ;-: = 0. 





Obknemos, come 

A=-~ 

ia cual supu~~tc, quc 

(14.12) 

c:cuaci6I" 

(l.+.E) 



e:-i e; capituki 4 que una sobci611 genern! pua la ecu~.ci6r· eleci.•og-

Por Jo 

H-£ 



=CJ, = 0 



Ahora podemos encontrar B con la ecuaciOn (14.4). De las seis derivadas, sola
mente dos no son cero. Obtenemos 

B~ = - 211":ocz ~ ln r' = - 21r!oc2 f2' (14.22) 

Bu = z:;r~ ix In r' = 21r:oc2 ~, (l4.23) 

B, = 0. 

Obtenemos el mismo resultado que antes: lBl circula alrededor del alambre y su m6-
dulo es 

(14.24) 

R4-4 Uim sollenoide imgc 

A continuaciOn consideramos otra vez el solenoide infinitamente largo con una 
corriente circular en la superlicie de nf por unidad de longitud; (imaginamos que 
hay n vueltas de alambre por unidad de longitud, con una corriente I, y desprecia
mos el paso pequeii.o de la espiral). 

f-1g. 14-4. Un soleno1de largo con una 
densidaddecorrientesuperfic1afJ. 

Asi como hemos definido una "'densidad de carga superficial" a, defmimos aqui 
una "densidad de cocriente superficial"' ll igual a la cocriente por unidad de !ongitud 
en la superficie deJ solenoide Oa cual es, por supuesto, el promedio de j por el espe
sor de! bobinado delgado). Aqui el m6dulo de li es nl. Esta corriente <le superficie 
(ver Fig. 14-4) tiene las componentes: 

J~=-Jsen<fJ, J,,=Jcos4>, J,=0. 

Aho" debemo\~ A parn ta! d;,tribuoiim de ooment<. 
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nla' 
K = 2e0c2 • 

Asi pues, e1 potencial vectorialfaera tiene mOdulo 

nla2 1 
A"" 2eoc2?' 

y siempre es perpendicular al vector ll''. 

(14.27) 

Hemos estado pensando en una bobina solenoidaJ de alambre, pero produciria
mos el mismo campo si rotilramos un cilindro largo con una carga e1ectrost8.tica en 
la superficie. Si tenemos una lamina cilindrica delgada de radio a con una carga 
superficial u, al rotar el cilindro se hace una corriente superficial J =av, donde 
v = aw es la velocidad de Ia carga superficial. Entonces existiri un campo magnb
tico B = aawhoei dentro de! cilindro. 

Fig. 14-5. Un cilindro cargadorotan
do produce un campo magn~tico intemo. 
Un alambre rcidial corto rotando con el 
cilindro tiene cargas inducidas en sus 

Ahora bien, poclemos plantear una pregwtta interesante: supongan que ponemos 
un pedazo corto de alambre W perpendicular al eje de1 cilindro, extendido desde 
el eje hasta la superficie y sujeto al cilindro de manera que rota con Cl, como en 
la figura 14-5. IBste alambre esta movii:ndose en un campo magnetico, asi que las 
fuerzas v x IB hanin que los extremos de! alambre se carguen (se cargarim hasta que 
el campo IE de las cargas equilibre la fuerza v x B). Si el cilindro tiene una carga 
positiva, el extremo del alambre en el eje tendril una carga negativa. Midiendo 
la carga en el extremo de1 alambrc, podriamos medir la velocidad de rotaciim del 
sistema. j'fendriamos un "ve1ocidad angularimetro "! 
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p = \ab 04.2S) 

Po• el mism;, razonarnientc, 

'! 





Fig. 14-9. Para un alambre delgado, 
]dVesiguala/ds. 

Para un alambre delgado podemos escnbir nuestro elemento de volumen en la fornia 

dV= Sds, 

donde S es la secci6n de! alambre y ds es el elemento de d.istancia a lo largo del 
alambre. En rea1idad, como el vector ds est3. en la misma direcciim de j, como 
muestra la figura 14-9 (y podemos suponer que j es constante en cualquier secciim 
transversal), podemos escribir una ecuaciim vectorial: 

jdV=jSds. (14.37) 

Pero jS es justamente lo que llamamos la corriente I en un alambre, de modo que 
nuestra integral para el potencial vectorial (14.19) se transfonna en 

.A(l) =-'-!Id., 
41reoc2 r12 

(l'-38) 

(ver Fig. 14-10); (suponemos Que I es la misma en todo el circuito. Si hay varias 
ramas con diferentes corrientes-, por supuesto que usariamos la 1 apropiada para 
cada rama). 

Fig. 14-10. EJcampomagnBticodeun 
alambre se puede obtener de una integral 
alrededordel circulto. 

De nuevo, podemos encontrar los campos con la ecuaci6n (14.38) integrando 
directamente o resolviendo los problemas electrostaticos correspondientes. 

1~-7 !La Iley alle Imo~ y &wM: 

Estudiando electrostirtica encontramos que el cam.po e16ctrico de una distribu
ciim de carga conocida se podia obtener directamente con una integral (Ee. 4-16): 

E(l) = _!__ f p(2)c12 dV2. 
41i">.:o 'f2 

14-14 





f6rmula para obtener. directament'e el campo magnetico producido por alambres por 
-los que circula corriente. 

Puede que se pregunten: "i,Cuiil es la ventaja del potencial vectorial si podemos 
encontrar B directamente mediante una integral vectorial? JDespues de todo, A tam
bifn implica tres integrales!" Debido al producto vectorial, las integrales para IB son, 
por lo general, mils complicadas, como es evidente en la ecuaci6n (14.41). Ademils 
como las integrates para A son parecidas a las de la electrostiltica, puede que 
ya las conozcamos. Finalmente, veremos que en materias te6ricas mils avanzadas en 
relatividad (en formu!aciones avanzadas de las !eyes de la mecimica, como el prin
.cipio de minima acci6n que discutiremos miis adelante, y en mecirnica cuirntica) el 
potencial vectorial juega un papcl importante. 
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(15A) 

hay correspondencJ2 con n~estro para u:1 dip·Jlc eJCcuica· 



fuerzas magneti.cas debemos integrarla desde un cierto x donde el campo sea nulo, 
digamos desde x =-co, hasta x1, o sea, la posici6n actual: 

W2 = - f: F2 dx = -lb f: B(x)ax. (15.6) 

An.ilogamente, el trabajo realizado contra las fuerzas sobre el lado I es 

W1 = - J: Fi dx = lb f: B(x) dx. (15.7) 

Para calcl:l.!ar cada integral necesitamos saber cOmo depende B(x) de x. Pero obser
VClnOS que el !ado I es exactamc.~te igual al lado 2 de manera que su integral 
contiene todo el trabajo realizado sobre el !&do 2. En efecto, la suma de (15.6) y 
(15.7) es precisamente 

(15.8) 

Pero si estamos en una regiOn donde B es casi igual en los dos lados I y 2, podemos 
escnbir la integral en la forma 

f, z, B(x) dx = (x2 - X1)B = aB, 

" 
donde B es el campo en el centro de! lazo. La energia mednica total que le hemos 
proporcionado es 

Umect = W = -lab B = -µB, (15.9) 

El resultado estii. de acuerdo con la energia que tomamos para la ecuaci6n (15.4). 
Habriamos encontrado, por supuesto, el mismc result.ado si hubiCramos sumado 

las fuerzas sobre el lazo antes de integrar para hallar el trabajo. Si consideramos 
a B1 como el campo en el !ado 1 y B2 en el 2, la fuerza total en la direcciOn x es 

Si eJ lazo es pequefio, es decir, si B 2 y B 1 no son muy diferentes, podemos escribir 

Y entonces la fuerza es 

(15.10) 

El trabajo total realizado sobre el lazo por las fuerzas externas es 

- f~,. F~ dx = -lab J ~ dx = -labB, 

que es precisamente -µB. Solamente ahorn. vemos por quC la fuei'Z& sobre un peque
iio lazo es proporcional a la derivada de! campo magnetico, como seria de espe
rar de 

F"6.x = -6.Umo~ =-6(-iw-·B). (15.11) 
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Pero Nqevarr = I, la corriente en el alambre, y entonces 

Ahora bien, como la corriente se mantiene constante, la fuerza sobre los elec
trones de conducciOn no hace que se aceleren; la energia e!E:ctrica no se est8- sumi
nistrando a los electrones sino a la fuente que mantiene constante la corriente. 

Pero notemos que la fuerza sobre el alambre es IB, asi que !Bvo1 es tambien la 
variaci6n temporal de! trabajo mecci.nico realizado sobre el alambre, dU=.c ldt = 
IBv,1• Concluimos que el trabajo mecimico realizado sobre el alambre es precisa
mente igual al trabajo e!E:ctrico proporcionado a la fuente de corriente, de ta1 
manera que la energia de! lazo 1es una constante! 

Esto no es una coincidencia sino una consecuencia de la ley que ya conocemos. 
La fuerza total sabre cada carga en el alambre es 

F=q(E+vxB). 

La rapidez con que se realiza el trabajo es 

v·F = q[v·E+ v·(v X B)J. (!5.12) 

Si no hay campos elE:ctricos tenemos solamente el segundo tbrmino, el cual es 
siempre nulo. Veremos mis adelante que campos magneticos variables producen 
campos e!E:ctricos, de manera que nuestro razonamiento se aplica solamente a 
alambres en movimiento dentro de campos magneticos constantes. 

&De quE: modo, entonces, el principio de los trabajos virtuales nos da la respues
ta correcta? Porque aUn no hemos tenido en cuenta la energia total del mundo. No 
hemos incluido la energia de las corrientes que crean el campo magnE:tico de! que 
hemos partido. 

Supongan que nos imaginamos un sistema comp!eto tal coroo el dibujado en la 
figura I5-3(a), en el cual roovemos nuestro lazo con la corriente 11 dentro de! campo 
magnetico 8 1 producido por la corriente Ii en una bobina. Pero la corriente 11 en el 
lazo crea igualmente un campo magnetico 8 2 donde se encuentra la bobina. Si el 
lazo se desplaza, el campo 8 2 

Fig. 15-3. La ene~gla de un la:i:o pequeiio en un campo magnetico. 
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virtuales a condici6n de introducir un artificio. Como ·Q = CV, la energia real es 
~CVZ. Pero si definimos una energia artificial igual a -1CV2, se puede utilizar el 
principio de los trabajos virtuales para obtener las fuerzas haciendo la variaci6n de 
la energia artificial igual al trabajo mecanico, a condici6n de que insistamos que el 
voltaje V se mantenga constante. Entonces 

( CV') V' L1Umec• = /:J. -2 = -Tt::..C, (15.15) 

que es lo mismo que la ecuaciOn (15.14). Obtenemos el resultado correcto aunque 
hemos despreciado el trabajo realizado por el sistema el&:trico para mantener el 
voltaje constante. Nuevamente esta energia el6ctrica es el doble de la energia mecii.
nica y de signo contrario. 

Por lo tanto, si calculamos artificialmente, sin tener en cuenta que la fuente de 
potencial debe suministrar trabajo para mantener el voltaje constante, obtenemos la 
respuesta correcta. Esto es exactamente anfilogo a la situaciOn que se presenta en 
magnetostitica. 

IS-3 La emergia de fas 11:orrient11:s esllaLcioDmias 

Vamos ahora a aprovechar nuestro conocimiento de que Utotal = -Umec para 
hallar !a energia verdadera de las corrientes estacionarias en campos magni:ticos. 
Podemos comenzar con la energia verdadera de un pequeiio lazo de corriente. Lla
mando a U101.i simplemente U escribimos 

U = p.-B. (15.16) 

Aunque calculamos esta energia para un lazo rectangular piano, el mismo resultado 
se aplica a un lazo piano pequeii.o de cualquier forma. -' ' 

0 

Y- superficies 

Fig. 15-4. la energfadeunlazogrande 
en un campo magnBtico se puede consi
derar como la sumadelasenergiasdepe
queflosla.i:os. 

Podemos hallar la energia de un circuito de cualquier forma imaginimdonos que 
estii formado por pequeiios lazes de corriente. Supongamos que tenemos un alambre 
de la forma de! Jaz.o I' en la figura 15-4. Este iazo !imita la superficie S a la cual 
dividimos en pequeiios lazos que se pueden considerar pianos. Si consideramos que 
la corriente I circula por cado. uno de los pequeiios lazes, el resultado neto debe ser 
el mismo que la corriente por I', puesto que las corrientes se anulariin sobre todas 
las lineas internas de I'. Fisicamente, el sistema de pequeii.as corrientes es indistin
guible del circuito origLD.al. La energia tambi6n debe ser la misma y es precisamente 
la suma de las energias de los pequeii.os lazos. 

Si la superficie de cada pequeiio lazo es ti.a, su energia lti.aB,., donde Bn es la 
componente nonnal a da. La energia total es 
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Aqui entendemos por un campo "real" lo siguiente: un campo real es una fun
ci6n matemittica que utilizamos para evitar la idea de acci6n a distancia. Si 
tenemos una particula cargada en la posici6n P, la misma se ve afectada por otras 
cargas ubicadas a cierta distancia de P. Un modo de describir la interacci6n es di
ciendo que !as otras cargas crean ciertas "condiciones" -sea lo que sea- en las pro
ximidades de P. Si conocemos esas condiciones, que describimos dando los campos 
e!&trico y magnetico podemos determinar completamente el comportamiento de la 
partlcu!a -sin otra referenda que la forma en que han sido creadas dichas condi
ciones. 

En otras palabras, si aquellas otras cargas se alteran de alguna manera, pero las 
condiciones en P, que estin descritas por los campos electrico y magnet.ico en P 
permanecieran constante~, entonces el movimiento de la carga seria igual. Un campo 
"real" es, entonces, un conjunto de nUmeros que especificamos de tal manera que lo 
que sucede en un punto depende so!amente de los dos nUmeros en ese punto. No 
necesitamos conocer nada mils de lo que sucede en otros puntos. En este sentido 
discutiremos si el potencial vectorial es un campo .. real". 

Puede que se est6n preguntando que hay con el hecho que el potencial vectorial , 
no es lmico -que se puede modificar sumitndole el gradiente de cualquier escalar 
sin que cambien las fuerzas que actUan sobre las particulas-. Esto no tiene nada que 
ver, sin embargo, con e! problema de realidad en el sentido en que estamos hablan
do. Por ejemplo, el campo magnetico se altera en cierto sentido mediante cambios 
re!ativistas (como tambi6n E y A). Pero no nos preocupa lo que pasa si el campo 
puede cambiar de esta fonna. En realidad, no hay ninguna diferencia; no tiene nada 
que ver con la cuestiOn de saber si el potencial vectorial es verdaderamente un 
cam po "real~ para describir los efectos magnet.icos o si es solamente una herramien-
ta matemlitica Util. 

Debemos hacer algunos comentarios sobre la utilidad de! potencial vectorial A. 
Hemos vista que se puede usar formalmente para ca!cular los campos magneticos de 
corrientes conocidas ta! como lfl se puede uti!izar para encontrar los campos 
el6ctricos. En electrostii.tica .vimos que w estaba dado por la integral escalar 

(15.22} 

A: partir de lfl obtenemos las tres componentes de IE por media de tres operaciones 
diferenciales. Este procedimiento es comtinmente m:is fii.ci! de realizar ca!culando las 
tres integrales de la formula vectorial 

E(I) = ___!_ f p(2)ea dV2. (15.23) 
4:irE0 r~ 2 

Primero, hay tres integrales, y segundo, cada integral es, en general, un poco mils 
dificil. 

Para la magnetostii.tica las ventajas son mucho menos evidentes. La integral 
para A es ya una integral vectorial: 

A(!)= _l_fj(2)dV2 , 

4:irE0c2 r12 
(15.24) 

que, por supuesto, son en readlidad tres integrales. Adem:is, cuando tomamos el 
rotor de A para ba!lar JI!; debemos efectuar seis derivadas y combinar!as de a pares. 
No se ve inmediatamente 
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Para 

(15.27) 
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menrn es que L; entonces podemos poner 

Variaci6n magnet1ca de la I A ·ds (15.29) 

Variaci6n e!6ctrica de fase = - f J (b dt 

A· ds (1530) 
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Anilogamente, la fase para la trayectoria (2) es 

1'2 ~ 1> 2(B ~ 0) + A· ds. (15.31) 

La interferencia de las ondas en el detector depende de la diferencia de fase 

8 ~ o (B ~ 0) + f lflujo de B entre (1) y (2)1, (15.34) 
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Fig 15-6. El campo 
potenc1alvectorialdeun 
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~-· I_ __ fl) __ -

L:-'0 IJ~--~--~ '::· -. .l 
!meas de B 

--L--

L q I 
Xo = - d l\ Ii fo-2> A· ds, (15.35) 

x, = ft x -'j, [Oujo de B entre (1) y (2)1. (15.36) 

1' Si el campo B sale del plano de la figura, el flujo ta! coma lo hemos definido es ne
gat1vo y x 0 es pos1t1vo 
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o ~ o(B ~ 0) + ~ Bwd (15.37) 
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Fig. 15-8. El desplazamiento del d1agrarna de interferenc1a deb1do a una banda de 
campomagnetico 

de! 

Usando (15.28) para /5 - o(B ~ 0), 

que 

(15.38) 

de todas las trayectorias en un pe-

(15.39) 

tip, ~ qwB (1540) 

15-9(b)I es igual al cociente entre este momentum trans
Obtenemo~ 

(15.41) 
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· .. · . . lineas de B 

Cwj 

magnetico 
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p 

(a) (b) 

15-6 Lo que es verdadero para la est3:tica y falso para la din3mica 
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L = 0, q, = con~!an!t Q = Cl 

E = f, 





Fig. 15-10. Los potenc1ales en el punto 
( 1) y en el tiempo t est8n dados por la 
suma de las contnbuciones de cada ele
mento de la fuente en el punto errante (2) 
cons1derando las corrientes y cargas que 

en el insi:ante anterior 

15-22 



16 

Ca,,-denles induddas 

Hi-! Mo~iJl'."es y generndoires 

E6-2 T>ansformadmes e iITTductancias 
16-4 

La-s fuerzas sobre corrientes ~n
d1:1,ddas 

Le- ~eenofogfa ei6ctirica 

16-1 



16-2 



un alambre a traves~: i:;;u~:~~ Frg 16,-2 Mov~~~~~ce una <:orriente, co 
po magn;t,co a 

"'"""''""'°" l~' ·~ 

L---~~v~ometro 
al am-

16-3 



galvanOmetro 

Fig. 16-3. Una bobina con corriente pro
duce corriente en una segunda bobina si la 
primerase mueveosisucorrientevaria 

16-4 



discodelgado 
de hierro 

l presi6n de! sonido 

[{j. U":~ hierro ----
du lee bobina de cobre 

• s 

imfill pennanente 
de barra 

Fig.16-4 
lefonico 

Un transmisororeceptorte-
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16-2 Transformadores e inductancias 

Fig. 16-5. Dos bobinas envueltas alre
dedor de manojosde 
m1ten que un 
bombilla sin conex16ndirecta 
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H6~3 La.s fuerzas sobrre corrie1rues inducfolas 

Q 
6amlloconductor 

~~~:~o0.de -~: 
--J____~ 

Fi_g. 16-7. Un electroimiin con una interruptor 

~~:~11~~~ndvua~~~~-le repele fuertemente un 1 1111 
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Fig. 16-8 Un electroiman cercade una 
placa perfectamenteconductora 

perfectly conducting plate= 

16-9. Una barra rnagnetica sus
encirna de un bol superconductor 

por la repuls16n de comentes parEisitas 

16-9 



Fig. 16-10. El frenado del p8ndulo de
muestra las fuerzas debidas a corrientes 
parasitas 
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,W.,V){~· 
6 5 6 5 6 5 

(o) (b) (c) 

(d) (•) (!) 
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Fig. 16-15 Ejernplo simple de un rotor de inducd6n a polo blindado 

16-13 



de 

16-.f JLa ~ecrmlogia eU:ctrica 
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17-1 lLa. flska de la indl.IlcciOn 

17-Z IExcepciones . la '
6 regla del 

flujo" 

17-3 AceleraciOn de particulas por 
un campu electrico inducidlo; el 

betatrOn 

17-1 La fisica de la inducciOn 

17-4 Una paradoja 

17-5 Generador de corrien:te aherna 

17-6 Inductancia mutua 

17-7 Autoinductancia 

17-8 lndl.ictancia energia IDagni:tica 

Fig. 17-1. Una fern es 1nducida en un 
lazo si se varfa el fluio vanando el area 
delcircu1to 

17-1 



f, -= = wBv, 

E. = wuB, 

~Is (V X E)·nda ~ - Is ~·nda, (17.2) 

17-2 



17-2 Excepciones a la ''regla del flujo" 
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~-
galvan6metro 

Fig. 17-2. Cuando el disco. gira h~y 
una fem debido av x !B, pero sin camb10 
en elflujoenlazado 

Fig. 17-3. Cuando las placassemecen 
enuncarnpornagnet1couniforme, 
heberunagranvariac16ndel 
dosingeneraci6ndeunafern. 

17-4 



F ~ q(E + v X B), 

V XE~ 

17-3 Aceleraci0!1U de partic'r!l!as por un campo dtttrico ir.idll.Ilcido; eJ lbeta.trOn 

17-4. Un electr6n acelerando en un campo 
axialmente s1rnetricoquevarfaeneltiernpo 

+ffittft«-t-
·cqS".'.'..J 'q~. ' • Q 

q;\ ' ' ' «iE: 
' ' 

' . lineas deB 

vistalateral VIStasuperior 
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res constante, E es proporcional a ta derivada det cam po 

Integrando con respecto al, encontramos para el momentum del electr6n 

(17.7) 
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ql!B = 4£.i 

9/i.!_ = lDfJ, 

donde, puesto que el movimiento es circular, 

Igualando la fuerza magn6tica a !a ace!eraci6n transversal, tenemos 

(178) 

(179) 

(17.10) 

(1711) 
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i 7-4 Una paradoja 

lRotarci el disco si la comente I se para? 
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17-5 Generndor de corriente altema V 

BS cos 8. (17.13) 

la letra A para el potencial vectorial, preferi.mos usar Spara el 
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17-6. Una bobma de alambre 
un campo magn8ticouniforme 

idea b<§sica de un generador de CA 

Si la bobina gira a !a velocidad angular uniforme uJ, fJ varia con el tiempo coma 
e = u)t. 

= NBSwsenwt (17.14) 

V_......= NBSwsenwt = V 0 senwt. 
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L 

generndoc6-]R 
deCA~ 

1=~:.-*senwt 

fem una variaciOn senoidal en el tiempo, tambi6n la tiene la corriente. Existe 
alterna 

F· vnds 

Para un alambre, v siempre esta segUn ds, asi que la potencia se puede reescribir 
enlaforma 

nvF· ds 

Potencia = f m·F ds (17.15) 

se define coma la integral de 

Potencia de un generador = c I. (17.16) 

T ~ NISS sen B (17.17) 

mantener a la 

~ = wT = wNISBsene (17.18) 
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e = vBw. (17.19) 

es proporcional a esa fem e inversam'ente proporcional a 

F~ (17.22) 
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17 ~6 foductancia mu tu a 

donde N 1 es el nUmero de vueltas en Ia bobina I, 11 es la corriente que pasa por 
ella, y l es su longitud. Digamos que la secciOn de la bobina I es S; entonces el 
flujo de B es su m6dulo por S. Si la bobina 2 tiene N 2 vueltas, este flujo enlaza la 
bobina N 2 veces. Por tanto Ia fem en la bobina 2 estii dada por 

(17.24) 
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~k •• ,."" 
--~ 

bobma2~ 
~ ----,...,...=~ 

I;~ 

// \ \ 17-8. Una comenteenlabobina1 
uncarnpornagn8ticoatrav€sde 

cantidad en !a ecuaciOn (l 7.23) que varia con el tiempo es / 1• La fem esta 

S2 = ml21 ~· (17.26) 

(17.27) 

17-14 



Sus valores deben depender de la forma de las bobinas y de sus posicio-

8 1 = _!!_f B·nda, 
dt (1) 

81 = _.'!_ f Al ·ds1• 
dt (l) 

(17.28) 
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En esta ecuaci6n todas las integrales 
La Unica cantidad variable es la 
integraci6n. Por lo tanto, podemos 
entonces, en la forma 

donde el coeficiente mI12 es 

17-7 Autoinductancia 

Anilogamente, la fem en 
en la bobina 2, sino 

ffi112 = m121 = ml. 

s, ~ m121 ~ + (17.31) 

(17.32) 

delaelecci6nde 
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Los coeficientes ~22 y Jll 11 siempre son nllmeros negativos. Es costumbre escribir 

(17.33) 

(17.34) 

a la variaci6n de la coriiente ~-a 

{O) 

(b) 

'U = £~. (17.35) 

Esta ecuaci6n tiene la mis ma form a que la ley de movimiento de Newton para una 
particula en una dimensi6n. Par lo tanto, podemos estudiarla usando el principio de 
que "ecuaciones iguales tienen soluciones iguales". Asi, si hacemos corresponder el 
voltaje V aplicado extemamente a una fuerza F aplicada externamente y la corrien
te I en una bobina a la velocidad v de una particula, la inductanci:i £ de la bobina 
corresponde a la rnasa m de la 
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Particula 

F= m tr 

17-8 Inductancia y energia magnetica 

dW 
dt 

Robina 

£[ 

~ £, P (energia magnCtica) 

GI. 

8 por su expresi6n en tf:rminos de la corriente, ecuaci6n (I 7.34), 

--W = U = ~£1 2 (17.37) 
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Entonces la fuerza entre las dos bobinas est.§. dada por 

F6.x = !1!26.'Jn. 

(17.39) 
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(17.41) 

Pero con esta corriente 12, el primer t6rmino en la ecuaci6n (17.40) es cero. Para que 
!a energia sea positiva, el Ultimo tbrmino de (17.40) debe ser mayor que cero. Te
nemos la exigencia de que 

Par lo tanto, hemos demostrado el resultado general de que la magnitud de la induc
tancia rnutua de dos bobinas cualesquiera es necesariamente menor que o igual a la 
media geometrica de las dos autoinductancias. (M misma debe ser positiva o nega-
tiva, dependiendo de la convenci6n de signo para las corrientes J 1 e I J. ~ 

(17.42) 

La relaci6n entre M y las autoinductancias generalmente se escribe en la forrna 

(17.43) 

La constan~.e ~ _se ~arp.a coeficiente de a~~pl~mient~. Si la ~ayor parte de! flujo de 
una bobina eruaza fa otra bobina, el coeficieiitede acoplamiento es cercano a uno; 
decimos que las bobinas estin ''estrechamente acopladas". Si las bobinas estim muy 
distantes o dispuestas de tal modo que existe un enlace de flujo mutuo muy pequeiio, 
el coeficiente de acoplamiento es cercano a cero y la inductancia mutua es muy 
pequeiia. 

Para calcular la inductancia mutua de dos bobinas, hemos dado en la ecuaci6n 
(17.30) una formula que es una doble integral de linea alrededor de los dos circuitos. 
Se podria pensar que se puede usar la misma formula para obtener la autoinductan
cia de una sola bobina efectuando ambas integrales de linea alrededor de la misma 
bobina. Sin embargo, esto no servircl porque al integrar alrededor de las dos bobinas, 
el denominador r12 del integrando ircl a cero cuando los dos elementos de lineas 
esten en el mismo punto. La autoinductancia obtenida de esta f6rmula es infinita. La 
raz6n es que esta f6rmula es una aproximaci6n que solamente es vfilida cuando Ia 
secci6n de los alambres de los dos circuitos es pequefia comparada con la distancia 
de un circuito al otro. Claramente esta aproximaci6n no es vaiida para una sola 
bobina. En realidad, es cierto que la inductancia de una sola bobina Jj_ep._9~ _l9ga~it
rnicamente a infinite a medida que el diilmetro de SU aJambre Se hace m3.s y ffiils 
pequeiio. 

Debemos pues, buscar una fonna diferente para calcular la autoinductancia de 
una sola bobina. Es necesario tomar en cuenta la distribuciOn de la corriente dentro 
del alambre porque el tamaiio de! alambre es un para.metro importante. Por lo tanto, 
no debemos preguntar cu al es la inductancia de un "circuito" sino cu:il es la induc 
tancia de una distribuci6n de conductores. Quizils, la manera mils facil de encontrar 
csta inductancia es 

17-20 



(17.45) 

de corriente se puede 
veces mas conveniente 

mils adelante, una forma importante por
ecuaci6n de energia ecuaci6n (17.44), A y j 

que podemos tener la esperanza de expresar la 
campo magnet.ice -tal como fuimos capaces de relacionar la 

con el campo el6ctrico-. Empezamos reemplazando j por 
reemplazar A tan ficilmente, puesto que B = V x A no 

para obtener A en funci6n de B. De cualquier modo podemos 

U ~ ¥ f (V X B) ·A dV. (17.46) 

Lo es que -con algunas restricciones- esta integral puede ser escri-
ta en la 

(Por supuesto, 
mer ti:rmino 

U ~ •~' f B · (v X A) dV. (17.47) 

tipico. Supongan que tomamos el 
la ecuaci6n (17.46 ). Escribiendo 

f (~ -¥;)A,dxdydz. 

de misma clase.) 
por partes-. 

f ?./: A, dx ~ B,A, -
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U = ~~ B2 (Vol) = -rrr2L, 

lo cual es igual a ~ £ 12• 0 sea 

(17.50) 
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18· 1 JEcuaciones de Maxwell 

18 2 COmo trabaja el nuevo tCrmino 

18-3 'foda la fisica ct3sica 

18-4 Un campo viajero 

18-1 Ecuaciones de Maxwell 

18-5 La velocidad de la luz 

18-6 COnio resolver las ecuaciones de 
Maxwell; los potenciales y la 
ecuaciOn de onda 
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Ecuacionesde Maxwell 

I. V·E=~ 

as 
II. V XE~ - a, 

III V·B ~ 0 

Tabla 18-l Fisica clasic" 

(Flujo de Ea traves de una superficie cerrada) = (Carga dentro)/£ 0 

(Integral de linea alrededor de un lazo) = - fr (Flujo de Ba traves del lazo) 

{Flujo de B a trav6s de una superficie cerrada) = 0 

JV. c
2
V x B = fo + ~~ c2 (Integral de B alrededor de un lazo) = (Corriente a trav6s del lazo)/£

0 

+ = ft (Flujo de Ea trav6s del lazo) 

l 
(Flujo de corriente a trav6s de una superficie cerrada) = - ft (carga dentro) 

Leydefuerza 

F ~ q(E + v X B) 

Ley de movimiento 

*1 (p) ~ F, donde (Ley de Newton con la modificaci6n de Einstein) 

Gravitaci6n 

F = -G ~n~~ 2 
er 



Demostremos que 
salvar la dificultad que 
ci6n (IV en la tabla 

VXB~ 

IV. c
2
V x B ~ fa + ¥f. 

(18.1) 
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18-1), debemos obtener que la divergencia de! segundo miembro es cero· 

V·t+v·¥i=o (!8.3) 

18-2 COmo ~rabaja el nuevo tCrmino 

18-4 



Fig. 18-1. lcual es el campo magne 
tico de unacorrientecon stmetrfa esf8nca7 

Comparindola con la ecuac!6n (J 8.5), vemos que para cualquier radio 

aE ~ _ l. 
Ji Eo 

(18.7) 
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Fig. 18-2 El carnpo magnetico cerca de un capacitor que se esta cargando. 

c2 21rrB ~ !!_ (g_) · 
dt Eo 

(18.9) 
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18-3 foda la fisica clilsica 

18-4 Un campo viajero 
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--¥-~',,'-cV~W:~-----"",,::_-L -~~ 
- lE 

__y_ 

- - Fig. 18 3 Una hoia 1nfinita decarga se 
pone repent1namenteenmovim1entopara
lela a sf m1sma. Hay carnpos electncosy 
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'"'I 
r----~ 

resultaserc, 

decargaseponeen 
campos de una hoja 

de carga puesta en movim1ento en t= T 
hacia y negat1va (c) Suma de {a) y (b) 
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Fig 18-5. Vista de amba de lafigu
ra 18-3 

Vista lateral de la figura 

de Maxwell. Dibu
una integral de linea, 
Ven que un lado del 
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E ~ vB. (18.10) 

entre E y B es v, los campos que hemos supuesto satisfar:ln la 

Pero esa no es la Unica ecuaci6n; tenemos la otra ecuaci6n que relaciona E )'. B: 

c2 v X B ~ t + ¥{ · (18.11) 

c 2 B =Ev. (18.!3) 

E ~ vB, E = ~ B. 
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18-5 La velocidad de la luz 
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(18.14) 

18-13 



18-6 COmo resolver las ecuaciones de Maxwell; los potenciales y la ecuaciOn 
de onda 

B ~ v X A, (18.16) 

vxE~-~VXA 

respecto al tiempo como respecto al espacio, 
en la forma 

(18.17) 

E+°i{~-V¢. (18.18) 
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Entonces no cambia ni B ni E, obtenido de la ecuaci6n (18.19). 

v · (-v¢ - <J_A) ~ E._, 
at €0 

la cual podemos escribir tambi6n en la forma 

(18.21) 

c2 V x B - iiE ~ i, 
at €') 

y expresamos luego B y E en tfaminos de los potenciales usando las ecuaciones 
(18.16) y (18.19): 

2 a ( c V X (V X A) - ,- -'17¢ at ~1) = L 
usando la identidad aigebraica: \l x ('V x A) 

jNo es muy simple que digamos! 

-c
2
9

2
A + c2

V(V ·A)+ J, '\'¢ + ~~ ~ t (18.22) 
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(18.23) 

y <p de la ecuaci6n (18.22) se sim 

(18.24) 

Y nuestra ecuaci6n para <p -la (18.21}- asume la misma forma: 

Al 
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19 

/El principio de minima acciim 

Clase especial-pr3cticamente palabra por palabra* 

Los capitulos sigu1erites no dependen del contenido de esta clase especial --cuya inten 
c1ones"entretener" 

19-1 
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inicial de una cierta altura y que en el instante final t 2 llegamos decidida 

"Entonces la integral es 
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Accion ~ S ~ _/ (EC - EP)dt. 

imucho cuidado! Ordinariamente partimos de una funci6n de una cierta 
y debemos encontrar el valor de esta variable para la cual la funci6n es mi

o m:ixima. Por ejemplo, tenemos una varilla que ha sido calentada en el medio 
calor se Para cada punto de la varilla tenemos una temperatura y de

en el cual la temperatura es mayor. Pero ahora para cada 
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"Ahora tengo que escribir esto en mas detalle. Para el tfrmino cuadratico ob 
tengo 

+ (~)' 
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de las derivadas) la correcci6n es T/ por la derivada 

- 11V'(~) + ltE:rminos de segundo orden en a<lelante]dt. 
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"Recuerden el principio general de la integraci6n por partes. Si tienen cualquier 
funci6n/por d'ry/dt integrada con respecto at, escriben la derivada de ef: 

La integral que buscan es sobre el Ultimo temrino, asi que 

8S, la funci6n f es m por dx/dt; por lo tanto, tengo 

I
,, j'' ( ) J'' 8S ~ m <!Ji "(I) - _dd m <!_d,J: "(1) di - V'(O:) "(1) di. 

dt t1 11 t t 1, 

La variaci6n de S estft ahora en la forma que queriamos -hay algo entre corchetes, 
digamos F multiplicado por 17(1) e integrado desde t1 hasta ! 2• 

"Tenemos que una integral de cualquier cosa por 17(t) siempre es cero 

I F(t) "(I) di ~ 0. 

de t, Ia multiplico por 71(t) y la integro desde un extremo hasta 
sea 71 siempre seni cero. Esto significa que la funci6n F(t) 

pero de todas maneras les dare una especie de demos-

17(1) algo que fuera cero para todo t, excepto en las 
Permanece cero hasta acercarse a este t, 
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m [(dx)' (dy) 2 (dz)'] KE ~ -2 dt + di + di . 
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S ~ J.:' £(x;, v;) dt, 

de las posiciones y velocidades. 
que nos estamos refiriendo a la 

movimiento relativista en un campo 

£ = -m0c 2V~7C2 - q(¢ + u A) 
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cada subdivisi6n de la trayectoria debe ser un minimo. Y esto es cier
el largo de la subdivisi6n. Por lo tanto, el principio de que la 

un minimo se puede enunciar tambien diciendo que un elemento 
trayectoria es tambi6n una curva en la cual la acci6n es minima. 

una porci6n suficientemente peque:iia de la trayectoria -entre dos 
muy cercanos-, saber c6mo varia el potencial de un punto a otro le 

JaTIO no irnportante, porque estfui casi sobre el mismo Jugar al recorrer el tro
cito de trayectoria. Lo Unico que tienen que discutir es la variaci6n de primer orden 
en el potencial. La respuesta depende solamente de la derivada del potencial y no de! 
potencial mismo en cada punto. Entonces el enunciado relativo a la propiedad gene
ral de toda la trayectoria se transforma en un juicio acerca de que sucede sabre 
una pequeiia secciOn de la trayectoria -un enunciado diferencial. 
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Pero otra forma de decir lo mismo es: ca!culen la integral if donde 

(V~) 2 ~ ('>'<f>) 2 + 2 V<f> · V/ + (V/) 2
. 

El Unico ti::rmino de primer orden que varia es 

2Vq,_·V/. 
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En el segundo tfrmino de U* la integral es 

pf ~ pf+ pf, 

es pf Entonces, tomando solamente la parte variable, nece· 

dx. 

D.U* ~ /c-<oV2~ - p)fdV 

sea nula para cualquier f, no importa cu::i.I, el coeficiente 
tan to, 

V
2T_ ~ -p/•o· 

Volvemos a nuestra vieja ecuaci6n. Entonces nuestra proposici6n de "minima" es 
correcta. 

"Podemos 
fonna un 
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sigue siendo nula. La integral de volumen restante 

t.u* ~ J(-<oV2
p_ p<f>_)fdV 

U* ~ t J(V<f>)2 dV. 
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( 
r ·- a) 

¢~V1--
b - a 

~ CV2(firsttry) ~ 
La integral es facil; vale 

"V' (~ ~ :) 
para la capacidad que no es la verdadera sino que se trata 

4 
ID 

100 

b +a 
2(b(ij" 

de la respuesta correcta C = 2nE 0 /ln(b/a). He resumido 

1.4423 
0.721 
0.434 
0.267 

1.500 
0.833 
0.612 
0.51 
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1.5 I 2.4662 
I.I 10.492070 

2.50 
10.500000 

+2(1 +a)~-=- a;; 
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"He calculado ( por medio de esta formula para diferentes valores de b /a. Lla
mo (cuadnitica) a estos nUmeros. Esta es la tabla que compara C(cuadnitica) con 
el valor verdadero de C. 

Nota q111e agregamos despufs de la clase 
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Sofocfom,es de fots ec1uul!cfones de Maxwell en eU 
espacfo Uib!lre 

20-Il en el espacio lihre; on.das 20-3 lmagimnciim cientffica 

20-4 Ondas esfCricas 
20-2 Ondas tridimensionales 

20-1 Ondas en el espacio lihre; ondas planas 

I. v·E ~ !!.. 
Eo 

III V · B 0 

II. VXE~-al!_ at 

IV. c2v X B ~ t + ff: 

en su forma 
las campos 

(20.1) 
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Fig. 20-1. El campo 
n8t1coenfunci6ndexen 
pues de conectar la hoja de comente 

Fig. 20-2. El campo electr1co de una 
hoja de corriente. (a) Una unidad de 
corriente conectada en t = 0; (b) dos 
unidades de corrientes conectadas en 
t = t,; (c) superposici6n de {a} y (h) 
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Si la intensidadde lafuentedecorrientevaria corru se muestraen (a). enton
el campo e\ectrico en funci6n dexes coma se 

20-3 



dipolos oscilantes. lC6mo hemos podido calcular los campos producidos por las 
cargas en movimiento cuando no teniamos las ecuaciones de Maxwell? En ese tiempo 
tomamos coma punto de partida (sin ninguna derivaci6n) una f6rmula para los 
campos de radiaci6n producidos a grandes distancias por una carga puntual acelera
da. Si observan en el capitulo 31 del vol. I, veriin que la ecuaci6n (31.10) es justa
mente lo mismo que la ecuaci6n (20.3) que hemos esqito aqui. Aunque nuestra de
rivaci6n anterior fue correcta solamente a grandes distancias de la fuente, ahora 
vemos que el mismo resultado sigue siendo correcto justamente hasta ta fuente. 

(20.4) 

(20.5) 

Si p y j son cero, estas ecuaciones toman la forrna sencilla 

V
2
ij; -- ~~ = 0 (20.8) 

tridimensional --tndl1meris10nal, 
X, y, y z, y 
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Esto se aclara si escribimos explicita · 
ooerador laol<1ciaJJ,o: 

(20.9) 

Igualmente, el orden de las operaciones rotor y 0 / Ot se puede intercambiar: 

I' x X A)~ 

Us an do estos resultados, obtenemos la ecuaci6n diferencial siguiente para B: 
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IL V XE~ - ~ 
(20.12) 

III. v ·B ~ 0 

IV. c2 V X B ~°If-

Escribamos la primera ecuaciOn en componentes: 

V · E = ~ -t- ¥: + ?, = 0. (20.13) 

asi que los dos Wtimos tfami-

?._~ 0. 
ax (20.14) 
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(V X E), = ¥i -~ = 0, 

(V X E), = ~ - a_1I:_ = ax ay 

~ = 0, a.tt = 0 (20.15) 

(20.16) 

Como la componente campo magnetico y la componente y del campo magnf:-
tico tienen derivada con respecto al tiempo, estas dos componentes son 
simplemente campos constantes y corresponden a las soluciones magnetostaticas 
que encontramos anteriormente. Puede que alguien haya dejado algUn im3.n perma
nente cerca de donde las codas se est:ill propaganda. lgnoraremos estos 

cam~o~~i;~~ft~~esy; h~gf;~~~5c~~clufJoi;:~elsa ac~~~~nente x de B seria cero per 
una raz6n diferente. Como la divergencia de B es cero (por la tercera ecuaci6n de 
Maxwell), aplicando los mismos razonamientos usados anteriormente para el campo 
elf:ctrico, habiamos concluido que la componente longitudinal de! campo magn6tico no 
puede tener ninguna variaci6n con x. Como estamos ignorando tales campos unifor
mes en nuestras soluciones ondulatorias, habiamos puesto Bx igual a cero. En 
ondas electromagni:ticas planas el campo B, asi como el campo E, debe ser per
pendicular a la direcci6n de propagaci6n. 

La ecuaci6n (20.16) nos da la proposici6n adicional de que si el campo el6ctrico 
tiene solamente la componente y, el campo magnetico tendril. solamente la compo 
nente z. De modo que E y B son perpendiculares. Esto es exactamente lo que suce
di6 en la onda especial que ya hemos considerado. 
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De las seis 
igual a cero. 

las ecuaciones de Maxwell para el 
'"v·'"!I· ""'""I<'nuu en componentes, tenemos 

c2(V X B)x = c2 ¥r!. - c
2 ~ = 

c2(V X B)v = c
2 ¥; - c

2 ~ = (20.17) 

8BJ8x noes 

entonces una soluci6n posible es una funci6n l{I(x, t) de la forma 

f(x, t) ~ f(x - ct), (20.21) 
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mo porque cualquier funci6n de (t-x/c) tambi6n es una funciOn de (x-ct): 

~ ~ f'(x - ct), 

con respecto a x es 1. La segunda derivada de ljJ con 

B ~ f"(x- ct). (20.22) 

Derivando ¢ con respecto a t, encontramos 

tt ~ f'(x - ct)(-- c), 
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arbitrarias, una de (x- ct) y la otra de (x + ct): 

>t ~ f(x - ct) + g(x + ct). (20.24) 

Les que se diviertan y piensen en ella. To-

ijJ = cos kx cos kct 

E ~ (0, E,, E,) 

Ev ~ f(x - ct) + g(x + ct) 

E, ~ F(x - ct) + G(x + ct) 

B ~ (0, B,, B,) 

cB, ~ f(x-ct) -g(x -t ct) 

cB, ~ -F(x - ct)+ G(x + ct) 

(20.25) 
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20-2 Ondas tridimensionales 

VXE~--¥i 

y tomamos el rotor de arnbos miembros: 

V X (V X E) ~ - ft (V X B). (20.26) 

que el rotor de 
en uno de los 

V X (V X E) ~ V(V £) - 'V 2£. 

(V X B) ~ 

Entonces la ecuaci6n (20.26) se transforma en 

de onda tridimensional. Escrita expticitamente en toda su pompa, 
supuesto, 

o2 E 
axz + 

o2E 
ai2 - ~ 0. (20.27) 
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20-3 lmaginaciOn cicntilica 
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algo que sea nuevo, pero compatible con todas las cosas que se han visto antes es 
de una dificultad extremada. 

Ya que estamos en el tema quiero hablar acerca de si alguna vez seri posible 
imaginar la belleza que no podemos ver. Es una cuesti6n interesante. Cuando mira
mos un arco iris, nos parece hello. Todo el mundo dice: "Ah, un area iris". (Pue
den notar lo cientifico que soy. Tengo miedo decirles que algo es bello a menos que 
tenga una forma experimental de definirlo.) lPero c6mo describiriamos un arco iris 
si estuviesemos ciegos? Estamos ciegos cuando medimos el coeficiente de reflexi6n 
infrarroja de! clon.i.ro de sodio, o cuando hablamos de las frecuencias de las ondas 
que vienen de alguna galaxia que no podemos ver -hacemos un diagrama, una gril
fica-. Por ejemplo, para el area iris, tal grifica seria la intensidad de radiaci6n 
en funci6n de la longitud de onda medida con un espectrofot6metro para cada direc
ci6n de! firmamento. Generalmente esas mediciones darian una curva que seria bas
tante chata. Luego, cierto dia, alguien descubriria que para ciertas condiciones de! 
tiempo y a cierto iingulo en el firmamento, el espectro de la intensidad en funci6n 
de la longitud de onda se comportaria extraiiamente, tendria una giba. Cuando el 
ii.ngulo del instrumento se variara s61o un poquitito, el milximo de la giba se move
ria de una longitud de onda a otra. Despues un dia la revista de fisica de los ciegos 
publicaria un articulo trbcnico con el titulo "La intensidad de radiaci6n en funci6n 
del ii.ngulo bajo ciertas condiciones del tiempo". En este articulo apareceria un gni
fico tal como el de la figura 20-5. Tal vez el autor seiialaria queen tlngulos grandes 
bubo mis radiaci6n a longitudes de ondas Jargas, mientras que para llngulos peque
iios el milximo de la radiaci6n caia en longitudes de ondas mils cortas. (Desde 
nuestro punto de vista, diriamos que a 40° la luz es predominantemente verde y a 
42° la luz es predominantemente roja.) 

'O.~-~"'./'"' -2 ,Jf .. 
5 9f 
.5 

\ongitud de onda 

Ahora bien, [,encontramos bella la grafica de la figura 20-5? Contiene muchos 
mils detalles de los que percibimos cuando miramos un area iris, porque nuestros 
ojos no pueden ver los detalles exactos de la forma de un espectro. Sin embargo, 
el ojo encuentra que el iris es hennoso. lTenemos suficiente imaginaci6n para 
ver en las curvas la misma belleza que vemos al mirar directamente el 
arco iris? No lo s6. 

Pero supongan que tengo una grafica del coeficiente de reflexi6n de un cristal de 
cloruro de sodio en funci6n de la longitud de onda en el infrarrojo y tambien en 
funci6n del ii.ngulo. Tendria una representaci6n de c6mo apareceria 
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20-4 Ondas esfi:ricas 

Hallaremos primcro las derivadas con respecto a x. La derivada primera es 

af(r) 
ax-= 

La derivada segunda de ¢ con respecto a x es 

~ ~ r(~)' + "'' ax2 ax 
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Podemos calcular las derivadas parcia!es de r con respecto a x de 

Por tanto, la derivada segunda de ¢con respecto ax es 

(20.28) 

De igual modo, 

(20.29) 

(20.30) 

laplaciano es la suma de estas tres derivadas. Recordando que x 2 + y 1 + 

17 2~(r) ~ ~"(r) -t (20.31) 

A me11udo es m<is conveniente escribir esta ecti!lciOn en la forma siguiente: 

a' a?i Crfl - (r~) ~ 0. (20.34) 
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r,P(r,t) ~J(r - ct). 

0, como hemos vista anteriormente, podemos decir igualmente que r puede tener 
la forma 

r.p ~J(t - r/c). 

Dividiendo por r, encontramos que la cantidad de campo ¢ (cualquiera que sea) 
tiene la forma siguiente: 
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nJ; ~ g(t + r/c), 
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I d 2 

;: dr2 (r¢) ~ 0. 

Multip!icando esta ecuaci6n por r, tenemos una ecuaci6n que se integra facilmente· 

d' 
d,'i (r¢) ~ 0. 

a r, encontramos que la primera derivada de rrp es 

fr (r¢) ~a. 

Integrando de nuevo, encontramos que rrp es de la forma 

donde b es otra 
es una soluci6n 

r¢ ~ ar t b, 

que lo siguiente 
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cB =er' XE 

Ver la Ee. (29.3) vol. I.I 
Siunacargase 

mo'> ahora en 
1.arµa, no ahora 
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cB ~ e,• XE. 

ill 

posici6nent 
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21-2 Ondas esfCricas procedentes de una fuente puntuai 

capitulo 18 detectamos que se podia resolver las ecuaciones de Maxwell 

E~ -N-¥, 
B ~ v X A, 

(21.2) 

(21.3) 
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donde rp y A tienen que ser entonces soluciones de las ecuaciones 

= _ .e 
<o 

(21.4) 

2 1 a2A 
V'A--(:2[ii2 (21.5) 

y tienen que satisfacer tambien la condici6n 

(21.6) 

(21.4) y (21.5). Para ello tene-

Y, = f!p (r -+ 0). (21.10) 
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¢ ~ Q/~irEo, 

donde Q = J p dV. Ahora bien, sabemos que ese !fl satisface la ecuaci6n 

los mismos pasos matemii.ticos, diriamos que la ip de la ecuaci6n 

'V'f ~ 

donde s est.3. relacionada con f mediante 

(r~O), 

S ~ fsdV. 

S(I) ~ f s(I) dV, 

la soluci6n de la ecuaci6n (21.7) es 

>{(x,y, z, 1) ~ 

(21.ll) 

(21.12) 

(21.13) 

de la ecuaci6n (21.7) es lntroducir el retardo 

2 I-3 La soluciOn general de las ecuaciones de Maxwell 
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¢(!, 1) ~ (21.15) 
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mas 
to do 

de la fisica. Para recordarles su importancia, juntaremos 

Ecuadones de l\llaxwell: 

v.E = .P_ 
<o 

vXE= 

Sus soiuciones: 

aB 
at c'v X B = j + ?.!!. 

'o at 

E = -vq, - ¥i 
B=vxA 

q,(1, t) = f&,_t-=-!E£c) dV, 
41rt0 f12 

A(l,t) = 

21-4 Los campos de un dipolo osci1ante 

* La formula foe deducida por R. P. Feynman alrededor de 1950 y presentada en unas 
lecciones como una buena manera de considerar la radiaci6n sincrotr6nica. 
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(ll 

carga p 

~ J vp(2, t - r/c) dV2 • 
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Para !levar a cabo !a derivaci6n, debemos recordar que r =vfI+Y2+-;1 , asi que 

-- r/c). (21.20) 

(21.21) 

campos de un dipo!o est.3.tico (porque y Ir es cons 

(21.20) nos da las efectos nuevos. Llevando a 

p = Pz = Po sen wt 
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Con !os mismos pasos matemiticos obtenemos 

Tambien podemos juntar todo en una linda formula vectorial: 
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de rad1aci6n 

ji(t - r/c) ~ ji(I) - ~ ji(I) + etc., 

y hasta el rnismo orden en r le, 

ji(t - r/c) ~ ji(t). 
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V ·A = _I_c r p(t -
47fEoc2 L 

= 4Jr~0c2 [ ~ 
0 sea, en notaci6n vectorial, 

Usando la ecuaci6n (21.6), tenemos una ecuaci6n para <p: 

a¢ 1 [p + (r/c)pJ,_,1,·r at = 47r€~ -~~--. 

Integrar respecto a t es simp!emente sacar un punto de cada una de las p. asi 
que 

(21.25) 

superpuesto 
tornado, 

Ahora estamos en condiciones de hallar el campo el6ctrico E con 

oA 
E = -V</> - iii· 

Como los pases son cansadores 
p(t-r/c) y sus derivadas 
s61o daremos el resultado: 

-1 [ * (p* · r)r 1 .. ] E(r, I)= 
4
--

3 
- p - 3 -·--,-- + 2 {p(t - r/c) X r} X r (21.2ol 

1i"Eor r c 

p* = p(t - r/c) + ~p(t - r/c). (21.271 
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21-5 !Los potenciales de una ca.rgai en movimiento; la soiuciOn general de 
LiCnard y Wiechert 

donde Vr 

el punto 

~(l, t) ~ 4:,0 rt· r-\,;c' (21.29) 

componente de la velocidad de la 
Les demostraremos por que. Para 
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-,I~ (I) 
r--~ 

( 

,._:::: :: 
\I r

1 
(I) 

(b) ~-----l.t------
11 

,,, 11 

:::: '1 

:~t_I~ ,, (I) 

(C):~-- -11 ~-~-

:: :: :: 
I'' II 
I~ II c(I) 

(d)( . ---\\---_,,______. 

1 II 

I II 
I I' 

H"t ---+-J_
--1 

Fig. 21-6 

L1 V N es el Ultimo .0. V; que traslapa las distribuciones de carga, como muestra 
21-6(e). Claramente, la suma es 

N pwa2 = e!£ (!!':".) . 
r' r' a 

Ahora bien, pa3 es precisamente la carga total q y Nw es la longitud b mostrada en 
la parte (e) de la figura. Tenemos entonces 

Al = IN - 11 = (r 1 - rN)/C = b/c_ 

la distancia que se movi6 es v6.T= vb/c. Pero 

b = a+~ b-
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Despejando b obtenemos 

<P(l,t) ~ 4.-~0r' [I -
1
(v/c)].,,. 

</>(I)~ 4.-<0r'[l ~ (v,/c)],., · (21.32) 

Esta ecuaci6n se escribe a menudo en la forma equivalente 

A(\, t) ~ 4.-•
0
c2[r _'l"(v · r/c)]"" · (21.34) 
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21-6 !Los potenciales de una carga moviCndose a velocidad constante; la formula 
de !Lorentz 

Fig. 21-7. Hallando el potencial en P 
de una carga moviendose con velocidad 
uniformeseg6nelejex 

x con 
la figura 
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r' 
t' = 1 - c· 

vt,y= z = 0. 
retard ado 

(21.35) 

en el instante retardado. En el ins-

(21.36) 

en t'. Desarrollando los binomios y agrupando tfa-

(v 2 - c 2)t' 2 
- 2(xv - c 2t)t' + x 2 + y 2 + z 2 - (ct) 2 = 0. 

Despejando t', 

(21.37) 

Para obtener r' tenemos que sustituir esta expresi6n de t', en 

r' = c(t - t'). 

listos para hallar <p con la ecuaci6n (21.33) que, como v es cons-

La componente de v 
mente v )( (x-vt') y 

v X (x-vt)/r', asi que v · r' es simple-

v [ vx ( v') '] c(t - t') - C (x - vt') = c t - C2 - l - C2 t · 

Sustituyendo (I-v 2 /c1)t' por su expresi6n (21.37), obtenemos para (p 

q,(x,y, z, t) ~ 4:,0 I ' . Fx- vt)
2 + (1 - ~)(y' + z') 
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Esta ecuaciOn es rn3.s comprensible si la volvemos a escribir en la forma 

¢(x y z t) ~ -'L-1-----~-___!_______ (2L39) 

, , , 4.-<o fi -- ~ [(~~)' + y' + z']''' 
'1' c Vl=V'/c' 

El potencial vectorial A es la misma expresiOn con un factor adicional v /c1
: 

A= ~1>· 

y --j. y, 
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V(t) =Ve"'', 

I = 1 eiwt (corriente) 

S = i; e""' (fem) 

E = l eiMt (campo el6ctrico) 

(22.l) 

(22.2) 
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Fig. 22-1. Una inductancia 

·de la bobina no se extiende intensamente por todo el espacio exterior, interactuando 
otras partes de! circuito. Pnr lo general, se consigue esto haciendo la hobina en 

de rosca, o confinando el campo magnet.ico enrollando la bobina sabre un 
apropiado de hierro, o colocando la bobina en una caja metilica apropiada, 

como se indica esquem<iticamente en la figura 22-1. En todo caso, suponemos que 
hay un campo magnetico despreciable en la regi6n externa cerca de los terminales 
a y b. Tambien vamos a snponer que podemos despreciar Ia resistenda elict.'":ica dd 
alambre de la bobina. Finalmente, supondremos que podemos despreciar la cantidad 
de carga electrica que aparece en la superficie de un alambre al establecer los cam
pos elb;tricos. 

Con todas est.as aproximaciones tenemos lo que llamaremos una inductancia 
.. ideal". (Volveremos sabre el asunto mis tarde y est.udiaremos lo que ocurre en 
una inductancia real.) Para una inductancia ideal decimos que el voltaje entre las 
terminales es igual a L(d.I/dt). Veamos por qui: es asi. Cu~...rorriente 
por..la __ i!}.Q_y_s;tancia,_ _§_~_~$t_ableG~- dentro de.Ja_hobina .. IDLc.am.p..o....rnagn.eticn._pr.o.p.ordo
naLa.l;l corrj~IJt('.._ -~j Ja ~or.ri_en.t~_Y<!ri11 _ep, __ eL tiempo ..... el campo-.magni:tico_Jambiffi 
varia. En gen~ral, __ el_rptor: ge ~_e:s_igu~.~ :-dB/dt; o dicho de otra manera, l_a 
integr_al __ d~ _ _linea _de E _;i__todo lo Iai_:gg_Q_~_..Q11.~QJJi~r_ ~amino .c.euado __ es_ig_uaLa_menos 
la _deriy<!Q~ respect.<? aJ tiet_np_o Qel_fl_ujQ.de_B a tra:v_fs_deLJazo. Supongan ahora que 
consideramos el siguiente camino: empiecen en el terminal a y recorran la bobina 
(permaneciendo siempre dentro del alambre) hast.a el terminal b; luego vuelvan del 
terminal b al terminal a por el aire en el espacio exterior a la inductancia. La integral 
de linea de E a lo largo de este camino cerrado se puede escribir coma la suma de 
dos part.es: 

(22.3) 

Como hemos visto antes, no puede haber campos eli:ctricos dent.re de un conductor 
perfecto. (Los campos mas pequeiios producirian corrientes infinitas.) En consecuen
cia, la integral de a a b por la bobina es cero. Toda la contribuci6n a la integral de 
linea de E proviene del camino exterior a la inductancia desde el terminal b hast.a el 
temtinal a. Como hemos supuesto que no hay campos magni:ticos en el espacio 
exterior a la "caja", esta 
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independiente de! camino elegido y podemos definir el poten
La diferencia de estos dos potenciales es lo que llamamos 

simplemente voltaje V, asi que tenemos 

La integral de Jin ea completa es lo '@e antes hemos llamado fuerza electromotriz 
£ , y es, por supuesto, igual a la derivada respecto al tiempo del flujo rnagni:tico en 
la bobina. Hemos visto antes que esta fem es igual a menos la derivada de la co
rriente respecto al tiempo, asi que tenemos 

donde L es la inductancia de la bobina. Como di /dt = iwl, tenemos 

V ~ iwLJ. (22.4) 

v r 
I~ 1 ~ z. (22.5) 

Para una inductancia, tenemos 

z(inductancia) = zL = iwL. (22.6) 
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22-2. Un capacitor (o conden-

por algUn material dieli:ctrico. Ilustramos esquemiiticamente esta situaci6n en la 
figura 22-2. Hacemos nuevamente aproximaciones simplificativas. Suponemos que 
las placas y los alambres son conductores perfectas. Suponemos tambien que la 
aislaci6n entre las placas es perfecta, de modo que ninguna carga puede fluir a tra 
ves de la aislaci6n de una placa a la otra. Luego suponemos que los dos conductores 
estfilt cerca uno de otro pero lejos de cualquier otro conductor, de modo que las 
lineas de campo que dejan una placa acaban en la otra. De este modo, siempre hay 
cargas iguales y opuestas en las dos placas y esas cargas que estiin en las placas 
son mucho mayores que las cargas que hay en los alambres de entrada. Finalmente, 
suponemos que no hay campos magn6ticos cerca de! capacitor. 

f~~ ~ E·ds '"
1

!. E·ds + ,E E·ds. (22 _7) 

placas 

La integral a lo largo de los alambres es cero porque no hay campos elfctricos den
tro de conductores perfectas. La integral de b a a por fuera del capacitor es igual 
a menos la diferencia de potencial entre los terminales. Como hemos imaginado que 
las dos placas estim aisladas del resto de! universe, la carga total sobre las dos 
placas tiene que ser cero; si hay una carga Q en la placa superior, hay una carga 
igual y opuesta \_Q en la placa inferior. Remos visto antes que si dos conductores 
tienen cargas iguales y opuestas, mils y menos Q, la diferencia de potencial entre las 
placas es igual a Q/C, donde C se llama capacidad de los dos conductores. Seglln 
la ecuaci6n (22. 7) la diferencia de potencial entre los terminales 
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., 
a y bes igual a la diferencia de potencial entre las placas. Tenemos, en consecuencia, 

iwV = f· 

La impedancia z del capacitor es entonces 

z( capacitor) = z c = . rdc 

[) 
~ b 
I 

(22.8) 

(22.9) 

Fig. 22-3. Un resistor 

tercer elemento que queremos considerar es un resistor. Sin embargo, como 
no hemos estudiado las propiedades eli:ctricas de los materiales reales, aUn 

no estamos en condiciones de hablar de lo que ocurre dentro de un conductor real. 
Simplemente, tendremos que aceptar como un hecho que los campos e16ctricos pue
den existir dentro de los materiales reales, que estos campos electricos originan 
un flujo de carga electrica -es decir, una corriente- y que esta corriente es propor
cional a la integral del campo el6ctrico desde un extrema al otro del conductor. 
Podemos imaginar entonces un resistor ideal construido coma en el diagrama de la 
figura 22-3. Dos alambres que suponemos conductores perfectas van desde los ter
minales a y b hasta los dos extremos de una barra de material resistivo. Siguiendo 
nuestro razonamiento habitual, la diferencia de potencial entre los terminales a y b 
es igual a la integral de linea de! campo elb::trico externo, la cual tambi6n es igual a 
la integral de linea de! 
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z(resistencia) = zR = R. (22.10) 

Nuestros resultados para los tres elementos de circuito concentrados --el induc
tor, el capacitor y el resistor- est:ln resumidos en la figura 22-4. En esta figura, 
como las anteriores, hemos indicado el voltaje con una flecha dirigida de on ter-
minal Si el voltaje es "positivo" -es decir, si el terminal a est3. a un potencfal 
mds que el b- la flecha indica el sentido de una "caida de potencial" positiva. 

[O} lb) [C) (d) 

'1~) ~' 1 r l· 
Z=y iwl 

....!__ 
iwC 

Fig. 22-4. Los de circuito 

En Jos elementos de circuito que hemes descrito hasta ahora, la corriente y el 
voltaje son proporcionales entre si. Si uno es cero tambiffi lo es el otro. Por lo ge
neral, pensamos en terrninos coma i:stos: un voltaje aplicado es "responsable" de la 
corriente, o una corriente "origina" un voltaje en los terminales; en cierto sentido, 
los elementos "respond en", pues, a las condiciones externas "aplicadas". Por esta 
raz6n, estos elementos de circuitos se Haman 

22-7 



elementos pasivos. Por consiguiente se los puede oponer a los elementos 
tales como los generadores que consideraremos en la pr6xima secci6n, que son 
Juentes de las corrientes y voltajes oscilantes en un circuito. 

22-2 Generadores 

Trataremos ahora acerca de un elemento de circuito activo --un elemento que es 
una fuente de las corrientes y voltajes en un circuito-- a saber, un generador. 

Supongan que tenemos una bobina parecida a una inductancia excepto que tiene 
muy pocas vueltas, de modo que podemos despreciar el campo magnetico de su 
propia corriente. No obstante, esta bobina est<i en un campo magnetico variable, 
tal como el que produciria un im:ln rotando, como se ha esquematizado en la fi
gura 22-5. (Hemos visto antes que tambi6n se puede producir ese campo magnetico 
rotante por medio de un conjunto apropiado de bobinas con corrientes alternas.) 
De nuevo tenemos que hacer varias hip6tesis simplificativas. Las hipOtesis que 
haremos son todas las que hicimos en el caso de la inductancia. En particular, su
pondremos que el campo roagnetico variable est<i limitado a una regi6n determinada 
en la vecindad de la bobina y no aparece fuera · del generador en el espacio entre 
los terrninales. 

Ai \ 
YF==J 

Siguiendo paso a paso el anatisis que hicimos para la inductancia, consideremos 
al integral de linea de E a lo largo de un lazo completo que empieza en el terminal 
a, va por la bobina hasta el terminal b y vuelve a su punto de partida por el 
espacio entre los dos terminales. Concluimos de nuevo que la diferencia de poten
cial entre los terminales es igual a la integral total de linea de E a lo largo de lazo: 

V ~ - f E·ds. 
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~) 
b 

Esta integral de 
tencial Ven los 
tiempo de! flujo 

Fig. 22-6 Sirnbolo para un generador 
ideal 

V=- £=cl}- (flujo) (22.11) 

Fig 22-7 Un generador formado por 
~-----------una bobina que rota en un carnpo mag

n€tico fijo. 

I 

~It 
_________ _J 
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F ~ E + v X B ~ O (en un conductor perfecta) (22.12) 
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Fig. 22-8. Celda qufmica 



22-3 Redes de elementos ideales; reglas de Kirchhoff 
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a esta integral de linea. La integral de Iinea 
caidas de potencial en todos los elementos de! 

f E · ds ~ L V •. 

es, entonces, la suma de las 

Como la integral de linea es cero, tenemos que la suma de las diferencias de poten
cial a lo largo de un lazo completo de un circuito es igual a cero: 

(22.15) 

al nudo formado por los cuatro terminales e,f, 

(22.16) 

de las corrient~s 
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misma regla a los lazos restantes obtendriamos tres ecuaciones mis 

Fig. 22-11. An§lisis de un circuito con 
las reglas de Kirchhoff 
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En el 
serie, son 

para el nudo que designamos con e tendriamos la ecuaci6n de co--

/ 3 - / 4 + /8 - / 5 ~ 0. 

Z~ = Z1 + Z2. (22.!8) 

estin conectadas en paralelo, son equivalentes a una sola impe-

(22.!9) 
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asi que sabemos inmediatamente que 

Podemos 
de este 

I r,=-(I 1 

Fig. 22-13. Un circuito que nosepuede 
analizar en t8rminos de combinaciones en 

!------~-----~f serieyen paralelo 
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Fig. 22-14. C1rc!-1ho puente 

02 - (/1 + J,)zs - 12z2 ~ 0. 

dos corrientes desconocidas. Despejando / 1 e 12 de estas 

La tercera corriente se obtiene de la suma de estas dos. 
La 

22-4 Circuitos equivalentes 

donde ahora 
de todos los 
el que se muestra, 

i=--f;r, 

un nUmero complejo, una funciOn 
de! circuito. (Si el circuito no 

(22.20) 

(22.21) 
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~-~fl la ( cualquier ( 

(a) ~T.G I ''~::'' <M lt~\T I~ 
~sZ ~ 

b L b 
- .. Fig. 22-15 

mentos 
es 
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22-5 IEraergia 
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22-17. Cualquier 1rnpedancia es 
a una combinaci6n en serie 

unaresistencia.purayunareactanc1a 

cualquier impedancia z coma la suma de sus 

z ~ R + iX, (22.24) 

8 ~ l(R + iX). (22.25) 

1 = 10 coswt. 

La fern de la ecuaci6n (22-25) es la parte real de 

& = 10R cos wt - 10 X sen wt. (22.26) 
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22~6 Red en escaler~ 

22-18 lrnpedanc1aefect1vadeuna 
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Fig. 22~19. lmpedancia efect1va de una escalera 1nfinita 

Pero esta impedancia tambi6n es igual a z0, asi que tenemos la ecuaci6n 

Zo = z1 + z2z~ozo' 
Podemos despejar z0 obteniendo 

Zo ~ ¥ + vTzl/4)+'1Zz. (22.27) 

z0 ~ V([]Cj-- (w2L2/4). (22.28) 

frecuencia <~J. me-
menor que et y la 
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Fig. 22-20 Una escalera L-C d1bujada de dos maneras equivalentes 

22-7 Filtrns 
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Fig. 22-21. C6mo hallar el factor de propagaci6n de una escalera. 

Obtenemos, pues, el cociente 

Podemos llamar a este 
lo llamaremos a. Por 

de la escalera; 

(22.29) 

El voltaje despues de la secci6n n-6.sima es entonces 

(22.30) 

Ahora pueden hallar el voltaje despui:s de 754 secciones; es simplemente a a la 
754a potencia multiplicada por G. 

Veamos qui: a es para la escalera L-C de la figura 22-20(a). Usando la z 0 de la 
expresi6n (22.27) y z 1 = iwL, obtenemos 

V(L7Cf - (w 2L'/4) - i(wL/2) 
a ~ --::/(L/C) -c(w2L2/4) + i(wL/2). 

(22.31) 

Si la frecuencia de excitaci6n esta par debajo de la frecuencia de carte w 0 = V4fLC, 
el radical es un nfunero real y los m6dulos de los nfuneros complejos del numerador 
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de 

y el denominador son iguales. En consecuencia, el m6dulo de a es uno; podemos 
escribir 

lo cual significa que el m6dulo del voltaje es el mismo para cada seccii:m; s6lo su 
fase varia. La variaci6n de fase 0 es en realidad un nfunero negative y representa el 
"retraso" del voltaje a medida que se avanza por la red. 

superiores a la frecuencia de carte w0 es mejor sacar una i 
en el numerador y en el denominador de la ecuaci6n (22.31) y 

~~/CJ - (wL/2) 
a ~ 7<~;V/4l-=-wei+c~L/2l . (22-32) 

Ahora el factor de propagaci6n es un mimero real y menor que uno. Esto significa 
que en cualquier secci6n el voltaje siempre es menor en el factor a que el voltaje 
en la secci6n precedente. Para cualquier frecuencia superior a w 0 el voltaje se ex
tingue r&pidamente a rnedida que avanzarnos por la red. La representaci6n del valor 
absolute de a en funci6n de la frecuencia es como el griifico de la figura 22-22. 

que el comportamiento de a, tanto par debajo coma par encima de UJ 0, 

con nuestra interpretaci6n de que la red proponga energia para w < w 0 
UJ > UJ0• Decimos que la red «pas a" frecuencias bajas y "ncha-

o por filtraci6n" las frecuencias altas. Cualquier circuito diseiiado de 
modo que sus caracteristicas varien de una manera prefijada con la frecuencia se 
llama "filtro ". Hemos estado analizando un "filtro pasabajos". 

Puede que se esten preguntando el porqu6 de toda esta discusi6n de un circuito 
infinite que evidentemente no puede existir en la realidad. La cuesti6n es que 
podemos encontrar las mismas caracteristicas en un circuito finito si terminamos 
su extremo con una impedancia igual a la impedancia caracteristica z0• Ahora bien, 
en la pril.ctica no es posible reproducir exactamente la impedancia caracteristica 
con unos pocos elementos simples -tal coma R, L y C-. Pero muchas veces es posible 
hacerlo con una aproximaci6n razonable para cierto intervalo de frecuencias. De esta 
manera se puede hacer un filtro finito cuyas propiedades sean casi iguales a las de! caso 
infinite. Por ejemplo, la escaleraL-C se comporta en fonna muy parecida a la que hemos 
descrito si se la termina con una resistencia pura R = ,;rrc: 

Si en nuestra escalera L-C intercambiarnos las posiciones de las L y las C para for
mar la escalera mostrada en la figura 22-23(a), podemos tener un filtro que propaga 
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f'1I'II 'l-~ 
(a) L :~ 

O--~-- tlw ;o-

(b) 

Fig. 22-23. (a) Filtro pasaaltos; (b) su factor de propagaci6n en funci6n de 1 /w 

frecuencias altas y elimina frecuencias bajas. Es fit.cil ver lo que ocurre en este circuito 
usando las resultados que ya tenemos. Notarcin que toda vez que cambiamos una L por 
una Cy viceversa, tambien cambiamos iw por 1 /iw. Asi pues, todo lo que le pasaba a 
w antes, ahora le pasa a I I U). En particular, podemos ver c6mo variar& a con la fre
cuencia utilizando la figura 22-22 y cambiando la identificaci6n de! eje por l /w, tal coma 
hemos hecho en la figura 22-23(b). 

Los filtros pasabajos y pasaaltos que hemos descrito tienen diversas aplicaciones 
t6cnicas. Frecuentemenle, se usa un ftli.ro L-C pasabajos como filtro Ue "alisa1nie11to" 
en una fuente de potencia. Si queremos fabricar potencia de CC a partir de una fuente de 
CA, comenzamos con un rectificador que s6lo permite el paso de corriente en un sentido. 
Obtenemos del rectificador una serie de pulsos que se parecen a la funciOn V(t) mostrada 
en la figura 22-24, lo cual es una CC miserable, porque sube y haja continuamente. Su
pongan que quisietamos una linda CC pura, tal como lo que da una bateria. Podemos 
aproximarnos a ello poniendo un filtro pasabajos entre el rectificador y la carga. 

Sabemos por el capitulo 50 del vol. I que se puede representar la funci6n temporal 
de la figura 22-24 con una superposici6n de un voltaje constante mis una onda senoidal, 
mis una onda senoidal de frecuencia mils alta, mils una onda senoidal de frecuencia alln 
mis alta, etc. -·-por una serie de Fourier-. Si nuestro ftltro es lineal (si, como hemos su
puestos, las Ly las C no varian con las corrientes o los voltajes), entonces lo que sale de! 
filtro es la superposici6n de las salidas correspondientes a las componentes que hay a Ia 
entrada. Si arreglamos las cosas para que la frecuencia de corte w 0 de nuestro filtro este 
hien por debajo de la frecuencia mis baja en la funciOn V(t), la CC (para la cual w = O) 
pasa perfectamente, pero la amplitud de! primer armOnico disminuir<'i mucho. Y las 
amplitudes de los ann6nicos superiores disminuirim aUn mis. Asi pues, podemos 
hacer que la salida sea todo lo continua que queramos, lo cual depende Unicamente 
de cufilltos filtros queramos comprar. 

~ 0 -----~, ' t 
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Fig. 22-25. (a). Flltro pasabajos (b) 
Filtro resonante simple 

pase y eliminar el zumbido grave de! motor de! plato. 

22-27 



Observen que a medida que i1l se hace m<ls y m3.s pequeiio, !iL y i1C disminuyen, pero 
en la rnisma proporci6n, de modo que el cociente i1L/i1C permanece constante. Asi 
pues, si tomarnos el limite de ecuaci6n (22.28) para !iL y t.lC tendiendo a cero, encon
tramos que la impedancia caracteristica z0 es una resistencia pura cu ya magnitudes 
,,(LSI7?1C. Tambifo podemos escribir el cociente !iL/<lC como L 0 /C 0, donde L 0 y C0 

son la inductancia y la capacitancia de una unidad de longitud de la linea; tenemos 
entonces 

(22.33) 

Observar3.n tambiffi que cuando !iL y tic tienden a cero, la frecuencia de corte 
w0 = J47LC tiende a infinito. No hay frecuencia de corte en una linea de transmisi6n 
ideal. 

22-8 Otros elementos de circMito 

Hasta ahora s6lo hemos definido las impedancias de circuito ideales -fa induc
tancia, la capacitancia y la resistencia- y el generador ideal de voltaje. Queremos 
mostrar ahora que otros elementos, tales coma las inductancias mutuas o las transis
tores o las viilvulas electr6nicas, se pueden describir usando Unicamente los mismos 
elementos biisicos. Supongan que tenemos dos bobinas y que a prop6sito o por cual
quier raz6n, parte de! flujo de una de las bobinas enlaza a la otra, coma muestra la 
figura 22-26(a). Entonces las dos bobinas tendr3n una inductancia mutua M tal que 
cuando la corriente varie en una de las bobinas, se genere un voltaje en la otra. 
lPodemos dar cuenta de ese efecto circuitos equivalentes? Podemos 
hacerlo de la manera siguiente. Hemos fem inducidas en cada una de 
las dos bobinas en interacci6n coma la suma de dos partes: 

S1 = -Li '!t ± M ~, 

S2 = -L2 ~· ± M~i· 

Fig. 22-26. Circuito equivalente de una 

1nductanc1amutua 

(22.34) 

(b) 

22-28 



EJ primer tfarnino proviene de la autoinductancia de la bobina y el segundo de su 
inductancia mutua con la otra bobina. El signo del segundo t6nnino puede ser mils 
o seglin la manera en que el flujo de una bobina enlace a la otra. Hacienda 
las aproximaciones que usamos para describir una inductancia ideal, diria-
mos que diferencia de potencial en los terminales de cada bobina es igual a la 
fuerza electromotriz que hay en la bobina. Entonces las dos ecuaciones (22-34) son 
las mismas que obtendriamos del circuito de la figura 22-26(b), siempre que la fuerza 
electrornotriz en cada uno de los dos circuitos mostrados dependa de Ia corriente del 
circuito opuesto conforme a las relaciones 

8 1 ~ ±iwMJ,, 82 ~ ±iwMI,. (22.35) 

Consideremos finalmente c6mo representariamos dispositivos tan complicados 
coma los transistores y las vfil.vulas de radio en un circuito de CA. Debemos pun
tualizar desde el principio que a menudo esos dispositivos trabajan de manera tal 
que Ia relaci6n entre corrientes y voltajes no es lineal de manera alguna. En esos ca
sos, los enunciados dados que dependan de la linealidad de las ecuaciones ya no son 
correctos, por supuesto. 

Circuito equivalente a baja 
capacitan,ciarr1utua. 

(b} 
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emisor~ctor 
cu~a-\p) 

BASE 

Fig. 22-28 Circu1to equivalente a baja 
frecuenc1adeuntnodo 

Fig. 22-29 Circuito equ1valente D baja 
frecuenc1adeuntrans1stor 



22-3! 



23 

23-1 Elementos de circuito reales 23-4 Modos de una cavidad 

23-2 Ua. condensador a frecuencias 23-5 Cavidades y circuitos reso1t11antes 
alt as 

23-3 Una cavidad resonante 

Referencias: Capitulo 23, vol. I, Resonancia 
Capitulo 49, vol. I, Modos de vibraci6n 

23-l Elementos de circuito reales 

Cuando miramos desde cualquier par de ternrinales, cualquier circuito arbitrario 
que se construye con impedancias ideales y generadores es, a cualquier frecuencia, 
equivalente a un generador £ en serie con una impedancia z. Esto es porque si 
aplicamos un voltaje V a los dos terminales y resolvemos todas las ecuaciones para 
obtener la corriente I, debemos hallar una relaci6n lineal entre la corriente y el vol
taje. Como todas las ecuaciones son lineales, el resultado para I tambif:n debe de
pender s6lo linealmente de V. La forma lineal niis general se puede expresar en la 
forma 

I~ 1 (V - S). (23.1) 

que la corriente por e1 produce un 
tambien debe tener cierta inductancia. 
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y 

[~. [: 
Fig. 23-2. El 

{O) (b) unainductancia a 

a 

23-2 



{O) 

(bl (C) 
Fig. 23-3 El circuito equivalente de 

rea!a frecuencias 
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23-2 Un capacitorr a ::nltas frecuelt]cias 

(b) 

Fig 23-4 Los campos e18ctrico y magn8t1co entre las placas de un capacitor 
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que vamos a pasar por alto. Podemos escribir el m6dulo del campo el&:trico en la 
form a 

(23.2) 

donde E 0 es una constante. 
Ahora bien, lSeguir& esto siendo correcto a medida que la frecuencia sube? No, 

porque como el campo el6ctrico est& subiendo y bajando hay un flujo de campo 
eIOCtrico a traves de cualquier lazo como I' 1 en la figura 23-4(a). Y como saben, un 
campo el6ctrico cambiante actUa para producir un campo magn6tico. Una de las 
ecuaciones de Maxwell dice que cuando hay un carnpo el6ctrico variable corno el 
que hay aqui, tiene que haber una integral de linea del carnpo magnetico. La integral 
del campo magnetico alrededor de un anillo cerrado, multiplicada por c2 es igual a 
la derivada con respecto al tiempo del flujo el&:trico a traves del ilrea dentro del 
anillo (si no hay corrientes): 

(23.4) 

(23.5) 
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E ~ E 1 + E 2 , 

Para encontrar E 1 podernos usar la forma integral de la ley de Faraday: 

Hacienda --0 /3t del flujo igual a la integral de linea de E 2, tenemos 

E2(r) ~ ft f B(r) dr. (23.6) 

que las h se cancelan; los campos no dependen de la separaci6n de las 

usanao1a ec:uac1on (23.5) para B(r), tenemos 

La derivada con respecto al tiempo baja otro factor iw; obtenemos 

E2(r) ~ - (23.7) 

E ~ E, + E, ~ (1 - (23.8) 
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C2B 2 ·27fr = +i (flujo de E 2 a traves de I\). 

Asi pues, obtenemos para Blr) 

B2 (r) ~ (23.10) 
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Usando el 
por supuesto, 

necesitamos la integral de r3dr, la cual es, 
campo magn6tico se transforma en 

E3(r) ~ ~ f B2(r) dr. (23.12) 

B 2 nuestro resultado, la ecuaci6n (23. I l), la nueva correcci6n al cam 

Ea(r) ~ (23.13) 

Escribiendo nuestro campo el6ctrico doblemente corregido co mo E = E 1 + E 2 + E 3, 

obtene1T1os 

La siguiente correcci6n al campo eli:ctrico es 

Asi que para este orden tenemos que el campo eli:ctrico esta dado por 

E~ l (w')' l (w')' - (!!)' 2C + (2!)' 2C - (;)' + } 
(23.15) 

los coeficientes numb-icos en tal forma que sea evidente c6mo 

que 
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I (x)' I (x)' I (x)' lo(x) ~ 1 - (1!)2 2 + (2!) 2 2 - (3!)2 2 + · (23.16) 

podemos escribir nuestra soluciOn como E 0eiwt por esta funci6n, con 

23-3 Una cavidad resonante 

Jo(2) ~ I - I -t- t - ,f. ~ 0.22 

La funci6n todavia no es cero, asi que probemos para un valor mils alto de x, diga
mos que x = 2,5. En nUmeros, escribamos 

J 0(2.5) ~ I - 1.56 -t- 0.61 - 0.09 ~ -0.04. 
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J 0 (2.4) ~ l - l.44 + 0.52 - 0.08 ~ 0.00. 

Joi•l~fa 
.
,___,I • " ' " " ' 

5.52 

Fig. 23-6. Lafunci6n Besse!J0 (x} 
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lineas de B 

lb) t~ 
2.405c/wr 

''.:~ 
"' --•-, Fig. 23-7. Los camposelectricosymag

neticos en una lata cilfndrica cerrada 

Ya hemes mencionado que el capacitor de placas paralelas que hemos estado 
analizande tiene a la vez alguno de les aspectes tanto de un capacitor como de una 
inductancia. Con el carnpo el6ctrico hay cargas en la superficie de las placas y con 
le, 1 campos magnet.ices hay fem opuestas. lES posible que ya tengamos un circuito 
rec;or,rnte? Claro que si. Supongan que escogemos una frecuencia para la cual el 
.;ampo el6ctrico se anula para alglln radio dentro del borde del disco; esto es, es
cogemos wale mayor que 2,405. En cualquier parte de un circulo coaxial con las 
placas, el campo elb;trico 
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Wo = 2.405 ~ · (23.18) 
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Jazode~lazode 
,_,, ~~~1~ ·-

detector y( o _ ~plificador 6~"'1 

~ Fig.23-,9Unaparatoparaobservar!a 
cavidad resonancia de una cavidad 

El comportamiento resonante se puede ver ficilmente hacienda otro agujero 
pequefio en la lata y enganchando otro lazo acoplado, ta! como lo hemes dibujado 
en la figura 23-8. El campo magnetico variable a traves de este lazo generarit una 
fuerza electromotriz inducida en el lazo. Si a este lazo se conecta con alglin circuito 
externo de medici6n, 
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-_l' -{lw=w/Q ' 
I 

Wo frecuencia 

23-4 Modos de una cavidad 

Fig. 23-10. La curva de respuesta de 
frecuencia de una cavidad resonante 

Supongan ahora que tratamos de verificar nuestra teoria hacienda mediciones 
con una lata verdadera. Tomemos una lata cilindrica de 7,6 centimetres de diiunetro 
y unos 6 centimetros de altura. La lata esta provista de un lazo de entrada y uno 
de salida, como muestra la figura 23-8. Si calculamos la frecuencia resonante espe
rada para esta lata de acuerdo a la ecuaci6n (23.18), obtenemos que/0 = w 0 /2n = 
3010 megaciclos. Cuando ponemos la frecuencia de nuestro generador de sefiales 
cerca de las 3000 megaciclos y la variamos ligerarnente hasta encontrar la resonan 
cia, observamos que la m:ixima corriente de salida se obtiene para una frecuencia 
de 3050 megaciclos, que es muy cercana a la frecuencia resonante mencionada, pero 
no exactamente la misma. Existen varias razones posibles para la discrepancia. 
Quizis la frecuencia resonante cambie un poquito debido a los agujeros que hemos 
hecho para insertar los lazos de acoplamiento. Sin embargo, pensindolo un poco, 
se ve que los agujeros deben bajar la frecuencia resonante un poquito, asi que esa no 
puede ser la raz6n. Quiz:is hay algli:n ligero error en la calibraci6n de la frec"uencia 
de! generador de seiiales, o nuestra medici6n del diimetro de la cavidad no es lo 
suficientemente precisa. De cualquier manera, la concordancia es bastante buena. 

es algo que sucede si 
mas alla de )OS 3000 

la frecuencia de nuestro 
Cuando hacemos esto 
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(a) 

E, 

(b) 

Fig. 23- 11. Frecuenc1as resonantes ob
servadas de una cavidad cilfndnca 

Fig. 23-12 Un modo de frecuenc1a 
masalta. 
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Fig. 23-13. Un modo transversal dela 
cavidadcilindrica. 
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Fig. 23-14. Otro modo de la cavidad 
cillndrica. 

cada uno de los cuales tendr.3. una frecuencia de resonancia diferente correspondiente 
a alglln arreglo complicac!o particular de los campos el6ctricos y magneticos. Cada 
uno de estos arreglos de campos se llaman modo resonante. La frecuencia de reso
nancia de cada modo se puede calcular resolviendo las ecuaciones de Maxwell para 
los campos el&:tricos y magneticos en la cavidad. 

LIJ L&1 LIJ 
(o) tb) (c) 

Fig. 23-15. Un alambre corto de metal insertado dentro de una cavidad alterara la re 
sonancia mucho mas cuando es parale!o a IE que cuando es perpendicular. 

Cuando tenemos una resonancia a alguna frecuencia particular, lc6mo podemos 
saber cuhl es el modo que est.3. excitado? Una forma es introducir un alambre pe
queiio dentro de la cavidad a traves de un agujero pequeiio. Si el campo elc!ctrico 
est.3. a lo largo del alambre, como en la figura 23-15(a), habr.3. corrientes relativamen
te grandes en el alambre, extrayendo energia de los campos y la resonancia seni 
suprimida. Si el campo elb:trico esti como se muestra en la figura 23-15(b), el 
alambre tendr.3. un efecto mucho menor. Podriamos hallar en que sentido apuntan 
los campos en este modo doblando el extremo del alambre, como muestra la figura 
23-lS(c). A medida que rotamos el alambre, habr.3. un efecto grande cuando el ex
tremo del alambre este paralelo a E y un efecto pequefi.o cuando se rote tanto que 
forme 90° con E. 

23-5 Cavidades y circuitos resonantes 

Aunque la cavidad resonante que hemes descrito es completamente diferente del 
circuito resonante ordinario que consiste en una inductancia y un capacitor, por 
supuesto, los dos sistemas resonantes est3n muy relacionados. Ambos son 
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Fig. 23-16 Resonadores de frecuencias resonantes progresivamente mas aftas. 

en que 
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Fig. 23-17. Otra cavidad resonante 
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24-1 La linea de transmisiOn 
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Para frecuencias algo mas altas --unos pocos kilociclos, por ejemplo- la radia
ci6n ya puede ser seria. No obstante, se la puede reducir usando Hneas de transmi~ 
siOn tipo ''par retorcido ", co mo se hace con las conexiones telefonicas cortas. Sin 
embargo, a frecuencias mils altas la radiaci6n se hace rnuy pronto intolerable, ya sea 
por la pi:rdida de potencia, o porque la energia aparece en otros circuitos donde no 
se la quiere. Para frecuencias entre unos pocos kilociclos y algunos cientos de mega
ciclos, las seii.ales y potencias electromagni:ticas son transmitidas, por lo comi.in, 
via lineas coaxiales que consisten en un alambre dentro de un "conductor externo" 
o ;'blindaje" cilindrico. Aunque el tratamiento que sigue serviril para una linea de 
transmisi6n de dos conductores paralelos de cualquier forma, lo llevaremos a cabo 
refiri6ndonos a una linea coaxial. 

@u·.-~ ___ lS!__. 

------------
Fig. 24-1. Una lfnea de transmisi6n 

coaXiaJ 

Tomaremos la linea coaxial mis simple que tiene un conductor central, el cual 
suponemos que sea un cilindro delgado hueco, y un conductor extemo que es otro 
cilindro delgado con el mismo eje que el conductor interno, como en la figura 24-1. 
Sabemos, calculando aproximadamente, c6mo se comporta la linea a frecuencias 
relativamente bajas. Anteriormente describimos el comportamiento a baja frecuencia 
cuando dijimos que dos conductores asi tienen cierta cantidad de inductancia por 
unidad de longitud o cierta capacidad por unidad de longitud. De hecho, podemos 
des~ribir el comportamiento de cualquier linea de transmisi6n a baja frecuencia dan
do su inductancia L 0 por unidad de longitud y su capacitancia C0 por unidad de 
longitud. Luego podemos analizar la linea como caso lirnite del filtro L-C discutido 
en la secci6n 22-6. Podemos hacer un filtro que imite la Iinea tomando pequeii.os 
elementos en serie L 0 /rJ.x y pequeiias capacidades en paralelo C0 /rJ.x, donde /rJ.x es un 
peq uerlo elemento de longitud de la linea. Empleando nuestros resultados para el 
filtro infinite, vemos que habr3. una propagaci6n de seii.ales eli:ctricas a lo largo 
de la linea. Sin embargo, en vez de seguir ese enfoque preferiremos examinar la linea 
desde el punto de vista de una ecuaci6n diferencial. 

alambre 1 l('l 

(' 
V(x)

1 

alambre 2 \: 

I~llx) 

1\ 
I V(x+llx) 

1/ 
l\+f::::..x 

a lo largo de la 
comienzo de la 

conductores e l(x) 
Si la corriente de 

24-2. Las corrientes y voltajes de 
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Ia inductancia nos daril una caida de voltaje en una pequeiia secci6n 
Lix, dada por 

LIV~ V(x +<Ix) - V(x) ~ --L0 6x ~ · 

Y tomando el lirnite para Ll.x ___,. 0, obtenemos 

Tomando el lirnite para Lh --:> 0, obtenemos 

a'v 
axz 

a'J a'1 axz = CoLo af2 · 

(24.3) 

(24.4) 
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Analogamente, para la onda que va hacia menos x la relaci6n es 

lo hallamos a partir de nuestras ecuacio 

Zo = (24.7) 

<oc
2 

(' ( I )' 
U = 2· la 27rEoc2r 127rr dr, 

Igualando la energia a )/../2, encontramos 

(24.9) 

a la longitud l de la linea, asi que la inductancia L 0 por 

(24.IO) 

Calculamos la carga de un condensador cilindrico (ver la secci6n 12-2). Ahora 
bien, dividiendo la carga por la diferencia de potencial, obtenemos 

c-..2:!r_'i_. 
- ln(b/a) 
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24-2 La guia de onda rectangular 
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~b 
(b) a ~ 

24-3. Coordenadas elegidas para 
de la onda rectangular 
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l' 
I 

i I: l 1: IE I: l l: l I : ! I: I 
-----z (a) 

lA-, .. I" r----v----, 

k',ta = 1r. 

Hay otras posibilidades, coma kxa = 27T, 3n, ... , o, en general, 

(24.13) 

(24.14) 

24-7 



A no ser 
ecuaciOn 

cero en todas partes (lo cual no es muy interesante), esta 

k; + k; - ~ = 0. (24.16) 
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24-6 El campo magn8tico en la 

24-3 La frecuencia de corte 

la ecuaciOn (24.16) deberia haber realmente dos raices: una 
Deberiamos escribir 
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Supongan que w es menor que we; entonces podemos escribir 

kz = ±ik1
, (24.21) 

donde k 1 es un nUmero real positivo: 

(24.22) 

Si volvemos ahora a nuestra expresi6n (24.12) para EY' tenemos 

Ey = E0 sen kxxei<wt'Fik'z>, (24.23) 

(24.24) 

Esta expresi6n da un campo E que oscila en el tiempo como eiwt pero que varia 
con z como e ± k'z. Aumenta o disrninuye con z mon6tonamente como una exponen
cial real. En nuestra deducci6n no nos preocupamos de las fuentes que producian 
las ondas pero, por supuesto, debe haber Uirn fuente en alguna parte de la guia. El 
signo que lleva k' tiene que ser el que haga decrecer el campo al aumentar la dis 
tancia a la fuente de las ondas. 

24-7. La variaci6n de Ey con z pa-

o ---;----:2-a --~ - z 
-:;;: 1r 
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de! ancho de la guia. Los campos penetran una 

Queremos 
ondas guiadas: aparici6n del nirmero de onda kz imaginario. Normalmente, si 
resolvemos una ecuaci6n de la fisica y obtenemos un nfunero imaginario, no signifi
ca nada fisico. No obstante, para las ondas un nlimero de onda imaginario sf signi· 
fica alga. Se sigue satisfaciendo la ecuaci6n de onda; s6lo significa que la soluci6n 
da campos que disminuyen exponencialmente en vez de ondas que se propagan. Asi 
pues, en cualquier problema de ondas donde k se haga imaginario para cierta fre 
cuencia, significa que Ia forma de la onda cambia; la onda sinusoidal se convierte 
en una exponencial. 

24-4 La velocidad de las ondas guiadas 

La velocidad de onda que hemos usado anteriormente es la velocidad de fase, 
que es la velocidad de un nodo de la onda; es funci6n de la frecuencia. Si combi
namos las ecuaciones (24.17) y (24.18), podemos escribir 

(24.25) 

Para frecuencias por encima del corte --donde existen ondas que se propagan- wclcu 
es rnenor que uno, y Vrase es real y mayor que la velocidad de la luz. Ya hemes visto 
en el capitulo 48 de! vol. I que son posibles velocidades de Jase may ores que la de la 
luz porque son Unicamente los nodos de la onda que se estim rnoviendo y no energia 
o informaci6n. Para saber a que velocidad viajaran las sen.ales tenemos que calcular 
la velocidad de pulsos o modulaciones hechas por medio de interferencia de una on
da de una frecuencia con una o mis ondas de frecuencias ligeramente diferentes 
(ver capitulo 48, vol. I). Hemos llamado velocidad de grupo a la velocidad de la 
envolvente de ese grupo de ondas; no es cu/k sino dw/dk: 

dw 
vgrupo = ([K (24.26) 

Derivando la ecuaci6n (24.17) respecto a we invirtiendo para obtener dw/dk, en
contramos 

(24.27) 

que es menor que la velocidad de la luz. 
La medida geometrica de Vrase y Vgrupo es justamente c, la velocidad de la luz: 

Vfase Vgrupo= C
2

· (24.28) 

Es curioso, porque hemos visto una relaci6n similar en la mecanica Para 
una particula a cualquier velocidad -hasta relativista- el momentum p y energia 
estfui relacionados por 

u' ~ p 2c 2 + m'c'. (24.29) 
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energia es fzw y el momentum es h I A., que es igual a 

(24.32) 

(M.is adelante veremos otra forma mas general de obtener el flujo de energia.) 

24-5 OhservaciOn de ondas guiadas 

del generador al detector 
(de sei'i.ales j Fig. ~4-~. Gufa de onda con un ala~~re 

" ~dee'c"ac,onyunacabezadedetewon 

r•8:~: 
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24"6 Plomeria con guias de onda 
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Fig. 24-12. El campo electrico en una 
gula de T' para dos orientac1ones 
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Fig. 24-13. Un acoplador unidireccional 

24-7 Modos de guia de onda 

Fig. 24-14. Otra variaci6n posible de 

,,~7· 
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241-8 Otra manera de considernr las Oll'idas gu.iaidas 
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>guiadeonda 

w, 
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El ingulo e esti dado entonces por 

Fig. 24-16. Un conjuntodeondascohe
rentes provenientes de un sistema de 
fuenteslineales. 

r2- ro = ~· 

sen8 = ~· (24.33) 
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(24.34) 

Usando la ecuaci6n (24.33) para e, obtenemos 
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25-l Cmndrivectores 

25-2 !El producto esc21lar 

25-3 IEI gradiente en cuatro dimen
siones 

25-4 !La electrodin3mica en notaciim 
cuadridimensional 

Referencias: Capitulo 
Capitulo 
Capitulo 
Capitulo 

25 -1 Cuadrivectores 

de 11.ma cargai 

ecuaiciones de 

(25.l) 

ram; que:, aespues ae aplicarles la transforrnaci6n de 
a la de antes de la transforma-
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En este capltulo: c = I 

Por ejemplo, si tenemos dos vectores 

A ~ (A,, A,, A,) and B ~ (Bx, B,, B,), 

encontramos que la combinaci6n 

A · B ~ A,B, + A,B, + A,B, 

a una funci6n escalar, da tres cantidades que se 
coma un vector. Con este operador definimos el gradiente 

con otros vectores, la djvergencia y el laplaciano. Finalmente des
que tomando la suma de ciertos productos de pares de componentes de 

vectores podiamos obtener tres cantidades nuevas, que se comportaban como un 
nuevo vector. La llamamos producto vecton·al de dos vectores. Utilizando el produc 
to vectorial con nuestro operador V definimos el rotor de un vector. 

Como hemes de referirnos a lo hecho en el ana.J.isis vectorial, resumimos en la 
tabla 25· l todas las operaciones importantes con vectores en tres dimensiones que 
hemos utilizado anteriormente. La cuesti6n es que debe ser posible escribir las 
ecuaciones de la fisica de tal manera que ambos miembros se transformen del mismo 
modo frente a rotaciones. Si un miembro es un vector, el otro tambi6n debe serlo, y 
ambos miembros deben cambiar conjuntamente de! mismo modo que si rotamos 
nuestro sistema de coordenadas. Igualmente, si un miembro es un escalar, el otro 
tambibl debe ser un escalar, y ninguno cambia cuando rotamos las coordenadas, y 
asi sucesivamente. 

Ahora bien, en el case de la relatividad especial, tiempo y espacio estin int:ima
mente mezclados y debemos hacer algo ana.J.ogo para cuatro dimensiones. Es de es
perar que nuestras ecuaciones sean las mismas no s6lo frente a rotaciones sino 
tambiffi para cualquier sistema inercial. Esto significa que nuestras ecuaciones deben 
permanecer invariantes frente a la transformaci6n de Lorentz (25.1). El prop6sito de 
este capitulo es mostrarles c6mo se realiza. Antes de comenzar, sin embargo, simpli
ficaremos un poco para que nuestro trabajo resulte mils facil (y para evitar cierta 
confusi6n). Tomaremos, pues, nuestras unidades de 
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DefiniciOnde 
A~ (A,,A,, A,) 

Productoescalar A· B 

Operadordiferencial 
vectorial V 

Gradiente V<p 

Divergencia V ·A 

Laplaciano V · V = V' 2 

Producto vectorial A X B 

Rotor V X A 

p, ~ (E,p), (25.2) 

a partir de la energi<:\ E y de las 

trivector de la fisica, 
es la componente que 
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p, ~ (E,p) ~ (~""'=~, ~"==), (25.3) 
vT-=- v2 vT-=- v' 

y lo divid.imos por la rnasa en reposo m0, que es un escalar invariante en cuatro dimen
siones tenemos 

p, ( I v ) 
m;;~'~' 

(24.4) 

que debe ser un cuadrivector. (Al dividir por un escalar invariante no cambian 
las propiedades de transformaci6n.) Asi pues, podemos definir el "cuadrivector 
velocidad" uµ por 

Uy= 

Ux = -- Vz > 

Vf-v2 

(25.5) 

La cuadrivelocidad es una cantidad muy ii.til; por ejemplo, podemos escribir 

(25.6) 

Esta es la clase tipica de forma que debe tener una ecuaci6n para ser relativis
tamente correcta; cada miembro es un cuadrivector. (El primer miembro es un 
invariante por un cuadrivector, lo cual tambi6n es un cuadrivector.) 

25-2 Ei producto escalar 

Es un accidente de la vida, si asi lo prefieren, el hecho de que bajo rotaci6n de 
las coordenadas la distancia de un punto al origen no cambia. Esto signilica mate· 
mitticamente que r 2 = x 2 + y 2 + z2 es un invariante. En otras palabras, despues de 
una rotaciOn 
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r'2= rlo 

invariante frente a la 
nart" "''la ''cua,c1on (25.1) pueden ver que 

t'z _ x'z = 12 _ 

es muy bello, excepto que depende de una forma particular de la direccifm x. 
ajustarlo restfuidole y2 y z2

• Entonces cualquier transformaci6n de 
mds una rotaci6n debe dejar invariable esta cantidad. Asi pues, la cantidad 

que es an.iloga a r 2 en tres dimensiones es ahora para cuatro dimensiones 

12 _ xz _ Yz _ 

es ta invariancia es un asunto algebraico q ue depende sola
transformaci6n (25.1) -mis rotaciones- es vfilida para cual
definicifm todos se transforman igual). Asi pues, para un 
que 

Barnar a est a can ti dad el cuadrado de "la longitud,. del cuadrivector aµ. 
la gente cambia el signo de todos los ti:rminos y llama longitud a 
+a~ -a7, por lo cual deben prestar atenci6n.) 

correspondientes 

(25.7) 

Siempre que vean dos indices iguales juntos (ocasionalmente deberemos usar v o al
guna otra letra en vez de µ) significa que tienen que tomar los cuatro productos y 
sumar, recordando el signo menos para los productos de las componentes espaciales. 
Con este acuerdo la invariancia deJ producto escalar frente a una transformaci6n 
de Lorentz se puede escribir en la forma 
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precisamente el producto escalar 
mas 

que la longitud cuadridimensional que describimos antes se 

a,..aµ. = oZ - a; - aZ - a~ = a~ - a ·a. (25.8) 

A veces tambien es conveniente escribir esta cantidad como a~: 

Ilustraremos 
antiprotones (P) se 

protones por cfrcu!osvacfos. 

P + P ~ P + P + P + P. 

* Bien puede que se pregunten: wor que no consideramos la reacci6n 

o tambi€:n 
P + P ~ P + P + P, 

P+P~P+P 
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La manera mis facil de obtener la respuesta es considerar que la reacci6n se rea
liza en el sistema de centro de masa (CM) (ver figura 25-1). Llamaremos a al prot6n 
incidente y pf]. a su cuadrimomentum. Anilogamente, [,llamaremos b al prot6n del 
blanco y pfi a su cuadrivector momentum pfi. Si el prot6n incidente tiene justo 
apenas la energia suficiente para producir la reacci6n, el estado final -el estado des
pues de la colisi6n- consistirti en una burbuja que contiene tres protones y un anti
prot6n en reposo en el sistema CM. Si la energia incidente fuera hgeramente su
perior, las particulas del estado final deberian tener alguna energia cinetica y se apar
tarian; si la energia incidente fuera ligeramente menor no habria suficiente energia 
para producir las cuatro particulas. 

Si Uamamos pfi al cuadrimomentum total de toda la burbuja en el estado final, 
la conservaci6n de energia y momentum nos dice que 

p" +Pb= p', 

Combinando estas dos ecuaciones, podemos escribir 

P~ + P! =pi. (25.9) 

Ahora bien, lo importante es que fsta es una ecuaci6n entre cuadrivectores y, 
por supuesto, correcta en cualquier sistema inercial. Podemos utilizar este hecho 
para simplificar nuestros cilculos. Comencemos por obtener la "longitud" de cada 
miembro de la ecuaci6n (25.9); por supuesto, son iguales. Obtenemos 

(25.10) 

es invariante, podemos calcularlo en cualquier sistema de coordena
CM, la componente temporal de pµ es la energia en reposo de 

cuatro protones, o sea, 4M, y la parte espacial p es cero; entonces p~ = (4M,O). 
utilizado el hecho de que la masa en reposo de un antiprot6n es igual a la 

masa en reposo de un prot6n, y hemos llamado M a esta masa comlln. 

Asi, la ecuaci6n (25.10) se transforrna en 

p~p~ + 2p~p! P!P~ = I6M2. (25.11) 

Ahora bien pµ Pf: y pfi P$ son muy fticiles, puesto que la "longitud'' del cuadri
vector momentum de cualquier particula es precisamente la masa de la particula al 
cuadrado: 

Esto se puede demostrar por c31culo directo o mils inteligentemente, observando 

fuU:J:~e,~~ ~:~u~a ~ r:os~~fq:Ze~M;i~/e~!.q~~ari; ~tep:~~uft~~~ :~fa 
ecuaci6n (25.11) tenemos 

(25.12) 

25-7 



E" ~ 7M, 

o sea, el resultado que busccibamos. La energia total del prot6n inicial debe ser por lo 
menos ?M (alrededor de 6,6 GeV ya que M = 938 MeV) o restindole la masa en re 
poso M, la energia cin6tica debe ser al menos 6M (aproximadamente 5,6 GeV). El 
acelerador Bevatr6n de Berkeley foe disefiado para proporcionar alrededor de 6,2 
GeV de energia cinetica a los protones que acelera, a fin de hacer posible la produc
ci6n de antiprotones. 

Como los productos escalares son invariantes, son siempre interesantes de calcu
lar. lQu6 podemos decir acerca de la "longitud" de la cuadrivelocidad uµuµ? 

~I. 

Por lo tanto uµ es el cuadriversor. 

25-3 IEI gradiente en cuatro dim11.msioii1es 

Lo que vamos a discutir a continuaci6n es el anii.logo cuadridirnensional del gra
diente. Recordemos (capitulo 14, vol. I) que los tres operadores diferenciales 
O/Ox, 0/0y, a/Oz se transforman como un trivector y son llamados gradiente. El 
m.ismo esquema debe funcionar en cuatro dimensiones; es decir, podemos esperar 
que el gradiente en cuatro dimensiones sea (8 /at, 0 /Ox, a /Oy, a /Oz). Esto es 
incorrecto. 

Para ver el error consideraremos una funci6n escalar q> que dependa solamente 
de x y t. La variaci6n de rp, si producimos una pequeiia variaci6n i1.t manteniendo 
x constante, es 

Por otra parte, para un observador en movimiento 

Por lo tanto 

D.x' = - v .6.t; 
Vf--v2 

M ~ ~ ( - VI~ v' 61) + ~ ( ~~-~) 
~ (~-v~)~V' 

(25.13) 
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Comparando este resultado con Ja ecuaci6n (25.13) encontramos que 

(~ - v (25.14) 

Un c.i[culo similar nos da 

(25.17) 
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Examinemos un ejemplo fisico en el cual aparece la cuadridivergencia. Lo usare~ 
mos para resolver el problema de los campos en tomo de un alambre en movimiento. 
Virnos ya (secci6n 13-7) que la densidad de carga el6ctrica p y la densidad de co
rriente j forrnan el cuadrivector j µ = (p, j). Si un alambre descargado transporta Ia 
corriente jxi en un sistema de referencia que se mueve con eJ con velocidad v (seglln 
x) el hilo tendri la siguiente carga y densidad de corriente [obtenidas de la transfor
maci6n de Lorentz, ecuaci6n (25.1)]: 

p' ~ 

precisamente lo que encontramos en el capitulo 13. Podemos entonces 
estas fuentes en las ecuaciones de Maxwell en el sistema en movimiento para 

encontrar los campos. 
La ley de conservaci6n de la carga, secci6n 13-2, toma una fonna simple en la 

notaci6n cuadrivectorial. Consideremos la cuadridivergencia de jµ: 

(25.18) 

dice que el flujo saliente de corriente por 
al aumento por unidad de tiempo de la 

Introduciendo esto en la ecuaci6n (25.18), la ley de conservaci6n de la carga adopta 
la forma simple 

(25.19) 

un escalar invariante, si es cero en un sistema serii. cero en todos los 
otros. el resultado de que si se conserva la carga en un sistema de coorde
nadas, se conservaril en todos los sistemas de coordenadas que se muevan con 
velocidad uniforme. 

Como Ultimo ejemplo consideraremos el producto escalar del operador gradien
te V' µ con eI mismo. En tres dimensiones un producto de este tipo nos da el laplaciano 

V2 =V·V=f,+-t;+ 
£,Que se obtiene en cuatro dimensiones? Muy filcil. Siguiendo nuestras reglas para 
el producto escalar y el gradiente, tenemos 

v,v, ~ f, f, - (- ~)(- ~) - (- ~)(- ~) - (- tz)(- tz) 
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anfilogo del laplaciano tridimensional se llama dalamber
especial: 

(25.20) 

Por su definici6n es un operador escalar invariante; si opera sobre un campo cuadri
vectorial, produce un nuevo campo cuadrivectorial. (Algunos definen al dalamber
tiano con el signo opuesto al de la ecuaci6n (25 .20) de manera que deben tener 
cuidado cuando lean en la bibliografia.) 

Bernos encontrado entonces los equivalentes cuadridimensionales de la mayo
ria de las cantidades tridimensionales que teniamos en la tabla 25-1. (No tenemos 
el equivalente del producto vectorial y de la operaci6n rotor; los obtendremos en el 
pr6ximo capitulo.) Con el fin de que recuerden mejor todas estas cuestiones hemes 
resumido y reunido todas las definiciones y resultados importantes en la tabla 25-2. 

"hbl• 25-2 

Cantidades importantes del amilisis vectorial en tres y cuatro dimeimsiones 

25-4 La electrodin3mica en notaciOn cuatridimensional 

Ya hemes encontrado el operador dalambertiano, sin darle este nombre, en Ia 
secci6n 18-6; las ecuaciones diferenciales que hallamos alli para el potencial 
pueden ser escritas con la nueva notaci6n en la form~ 

0 2.p~E., o'A-~j_ 
Eo Eo 

(25.21) 
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A,~ (¢,Al) 

En la notaci6n cuadrivectorial las ecuaciones (25.21) quedan simplemente 

Recuerden que las ecuaciones (25.21) se pueden d-cducir de las ecuaciones de 
Maxwell solamente imponiendo la condici6n de medida 

~+'I' A~ 0, (25.23) 

25 -5 El cwadripotencial de urnm carga en movimiento 

(25.24) 
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Esto presupone que el sistema de 
v en la direcci6n positiva del 
primas. 

Consideremos un ejemplo de la utilidad del 
les son los potenciales vectorial y escalar de una 
cidad v segUn el eje x? El problema es sencillo en un Sistema 'ae c'aoraenaciasciue 
mueva con la carga, ya que en este sistema la carga 
carga se encuentra en el origen de! sistema S' como se en 
El potencial escalar en el sistema en movimiento esta dado entonces por 

(25.25) 

donde r' es la distancia de q al punto donde se calcula el campo, medida desde el 
sistema en movimiento. Por sopuesto, el potencial vectorial A! es cero. 

Ahora hallamos directamente <p y A, los potenciales medidos en 
coordenadas en reposo. Las relaciones inversas a las de las ecuaciones 

Utilizando <p' dado por la ecuaci6n (25.25), y A'= 0, obtenemos 

(25.26) 
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Realizando el mismo proceso para las componentes de A, se puede demostrar que 

(25.28) 

Que son las mismas formulas que obtuvimos por el metido diferencial en el capi
tulo 21. 

25-6 Invariancia de las ecuaciones de la e!ectrodin3mica. 

Hemos encontrado que los potenciales <p y A considerados juntas constituyen un 
cuadrivector que llamamos Aµ y que la ecua~i6n de onda -fa ecuaci6n completa que 
dete~a Aµ en funciOn }µ-- se puede escnbir como en la ecuaci6n (25.22). Esta 
ecuaci6n junto con la de conservaci6n de la carga, ecuaci6n (25.19), nos da la ley 
fundamental del campo electromagn6tico: 

u ~ 0. (25.30) 

jQue ecuaciOn Por supuesto, es necesario saber que significa el simbolo 
U. U es una que podemos llamar la '"espiritualidad" de la situaciOn. 
Y tenemos para ella. Asi es como se calcula la espiritualidad. Toman 
todas las leyes que conocen y las escriben en una forma especial. Por ejem-
plo, supongamos que toman la ley de la mecitnica F = ma y la vuelven a escribir en 
la forma F - ma= 0. Entonces pueden Hamar a (F- ma) -que naturalmente debe 
ser cero- el ''desajuste" de la mec<inica. Luego toman el cuadrado de esta desigual
dad y la llaman U 1, que pueden llamar "espiritualidad de los efectos mec<inicos ". En 
otras palabras, toman 

U 1 ~ (F - ma)'. (25.31) 
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Ahora escriben otra ley fisica, digamos 'V · E = p /E 0 y definen 

u, ~ (v·E- ~r 
que pueden llamar "espiritualidad gausiana de la electricidad". ContinUan asi es
cribiendo u 3, U 4, etc. --una para cada ley fisica que exista. 

Finalmente llaman u a la espiritualidad total del mundo que es la suma de las 
diversas espiritualidades y u i provenientes de todos los subfen6menos que intervie
nen, es decir, u =Lui. Entonces la gran ''ley de la naturaleza" es 

(25.32) 
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26-Il IEI idle UllllDZI CZJll'g£1 26-3 

26-2 Los campos de UZI call'g<n puITTI- 26-4 
tual con una velocid.ad cons-

Referencias: Capitulo 20, vol. II, Soluciones de las ecuaciones de Maxwell en el 
espacio libre. 

26-1 IEI Clll3dripotenci<d de wu11 carga en movim.iento 

Vimos en el capitulo precedente que el potencial Aµ= (cP, A) es un cuadrivector. 
La componente temporal es el potencial escalar <j:i, y las tres componentes espaciales 
son el potencial vectorial A. Tambi61 calculamos los potenciales de una parti~ula en 
movimiento con velocidad uniforme en una linea recta us211do la transformaci6n de 
Lorentz. (Ya los habiamos hallado por otro met.ode en el capitulo 21.) Para una 
carga puntual cuya posiciOn en el tiempo t es (vt, 0, 0), los potenciales en el punto 
(x,y, z) son 

Las ecuaciones (26.1) dan Ios potenciales en x, y, y z en el tiempo t, para una 
carga cuya posici6n "presente" (con lo cual entendemos la posici6n en el tiempo t) 
esta en x = vt. Noten que las ecuaciones est3.n en funci6n de (x-- vt), y y z, que son 
las coordenadas medidas de la posicit5n actual P de la carga en movimiento (ver la 
figura 26-1)-

!En este capirulo: c = i 
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Fig. 26-1. Localizando los campos en 
P debido a una carga q en movimiento 
seglin el eje x con 1a velocidad constante 
v. El campo "actual" en el punto (x, y, z) 
se puede expresar en funci6n de la posi
ci6n "presente" P, como tambien en fun
ci6n de P', la posici6n "retardada" (en 
t'=t-r'/c). 

La influencia verdatlera que realmente conocemos viaja a la velocidad c, asi que es 
el comportarniento de la carga antes en la posiciOn retardada P' lo que importa en 
realidad*. El punto P' estii en x = vt' (donde t1 = t-r' /c es el tiempo retardado). 
Pero dijimos que las cargas se estuvieron moviendo con velocidad uniforme en una 
linea recta, asi que naturalmente el comportamiento en P' y en la posici6n actual 
est<in relacionadas directamente. En realidad, si hacemos la suposici6n adicional de 
que las potenciales dependen solamente de la posici6n y la velocidad en el momenta 
retardado, tenemos en la ecuaci6n (26.1) una formula comp/eta para los potenciales 
de una carga en movimiento cualquiera. Vefunoslo en detalle. Supongan que tienen 
una carga en movimiento arbitrario, digamos que con la trayectoria mostrada en 
la figura 26-2, y que est3.n tratando de hallar los potenciales en (x, y, z). Primera 
hallariin la posici6n retardada P' y la velocidad v' en ese punto. Luego imaginen que 
la carga debe mantenerse en movimiento con esta velocidad durante el tiernpo de 
retardo (t'-t), asi que debe aparecer en una posici6n imaginaria Pproy• la que pode
mos llamar "posici6n proyectada" y debemos llegar alli con la velocidad v'. (Por 
supuesto, np es asi; su posici6n real en t estil en P.) Entonces los potenciales en 
(x, y, z) son justamente lo que las ecuaciones (26.I) deben dar para la carga imagi
naria en la posici6n proyectada Pproy- Lo que estamos diciendo es, pues, que los 
potenciales dependen solamente de lo que 

(K,y,z) 

las posiciones y tiempos retardados no 
a un sistema de referencia obtenido por 
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26-2 !Los campos de una carga p~mtual con una velocidad constant'e 

rayos c6smicos que atraviesan 

de una carga puntual que se esta moviendo 
los campos -por razones practicas-. Hay 

movifodose uniformemente ---par ejemplo, 
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una cimara de niebla o cualquier electr6n lento en un alambre. Asi pues, vearnos 
al menos cufil es el aspecto de los carnpos a cualquier velocidad- aiin para velocida
des cercanas a la de la luz-. Es un asunto interesante. 

Hallaremos los campos a partir de los potenciales usando las reglas de cos
tumbre: 

~ "x Al. 
Primero, para E z 

Pero Az es cero, asi que derivando cp en las ecuaciones (26.1), obtenemos 

E, ~ (26.2) 

An:ilogamente para EY' 

(26.3) 

La componente x es un poquito trabajosa. La derivada de cp es mis compiicacia, y 
Ax no es nula. Primero, 

aq, q (x - vt)/(I - v2
) 

- ax ~ 41l"eov'f""=V2 [~ + y 2 + z2j 12 . 
l - v2 

Luego, derivando Ax con respecto a t, hallamos 

y finalmente, haciendo la soma, 

EJ; = __ q ___ [<x - vt): ~---;m · 
41TEo~2 --r=-"2· + y + Z J 

(26.4) 

(26.5) 

(26.6) 

fisico de IE dentro de un momento; primero halla-

Como Ay es cero, s6lo tenemos que encontrar una derivada. Noten, sin embargo, 
que Ax es simplemente vet> y a I ay de vcp es simplemente -VEy Asi pues, 

(26.7) 
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Anilogamente, 

(26.8) 

AY y A z son cero. Podemos escribir el campo 

IB ~ v XIE. (26.9) 

Consideremos primero un punto con z = 0. Entonces E tiene solamente componentes 
x e y. Segim las ecuaciones (26.3) y (26.6), el cociente de estas dos componentes 
es igual al cociente de las componentes x y y del desplazamiento. Esto significa que 

~~~~ne~/apr~;:~o~~r~i~~ ei~I ~far~0~u~ 1~st~~:~~~a~~ 1~g~g::~r;:-l~~~~o0n!~ 
En suma, el campo electrico es radial respecto a la carga y las lineas de campo se 
alejan radia!mente de la carga, tal como lo hacen para una carga est<itica. Por su
puesto, el campo no es exactamente el mismo que para la carga estitt.ica, debido a 
to dos los factores extra de (I - v2

). Pero po demos demostrar antes alto interesante. 
La diferencia es precisamente lo que obtendrian si dibujaran el campo de Coulomb 
con un sistema especial de coordenadas en el que la escala de x estuviera encogida 
todos los factores extra de (1 -· v2

). Pero podemos demostrar antes al go interesante. 
La diferencia es precisamente lo que obtendrian si dibujaran el campo de Coulomb 
con un sistema especial de coordenadas en el que la escala de x estuviera encogida 
en el factor y'T=V7. Si lo hacen, las lineas de campo ralearitn hacia adelante y hacia 
atrits de la carga y se apretujaritn a los !ados, como lo muestra la figura 26-4. 
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Delante de la carga (y detr:is ), y y z son cero, y 

mente. 
Nuestro resultado para el campo el6ctrico de una carga se puede poner en esta 

forma: supongan que dibujaran en un pedazo de papel las lineas de campo para una 
carga en reposo y luego movieran el cuadro con la ve[ocidad v. Por supuesto, todo 
el cuadro se comprirniria por la contracci6n de Lorentz, esto es, los granos de 
carb6n sobre el papel aparecerian en diferentes lugares. El milagro aqui est.:1 en que 
el cuadro que verian cuando la p.:lgina est.a volando todavia presentaria las lineas 
de campo de la carga puntual. La contracci6n las muda acerc:lndolas a los !ados y 
raleitndolas 
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F ~ q(E + v X B). 

Ver8.n que una velocidad por el campo magn6tico tiene las mismas dimensiones que 
un carnpo el6ctrico. Asi que el segundo miembro de la ecuaci6n (26.9) debe tener un 
factor I/c2: 

(26.12) 

Nos gustaria indicar algo interesante para que lo piensen. (V olveremos a discutirlo 
mas adelante.) Imaginen dos electrones con velocidades perpendiculares de modo 
que uno cruzarit sabre la trayectoria del otro, pero frente a et, asi que no chocan. 
En cierto instante, sus posiciones relativas sercin corno en la figura 26-6(a). Vearnos 
la fuerza sabre q1 debida a q2 y viceversa. Sabre qi hay tan s6lo la fuerza el6ctrica 
de q1, puesto que q1 no produce campo magnetico a lo largo de su linea de movi
miento. Sabre q 1, sin embargo, otra vez est.a el campo el6ctrico y adem3s 
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26-3 Transformaciim. relativista de ios ca.ml?OS 

Obsenren primero la forma de los tfaminos de V' x A cuando escribimos en 
componentes: 

B =~-
' ay 

B = ~-
" az 

B =i},jJ!_ 
' ax 

(26.14) 

La componente x es igual a un par de t6rminos que solamente comprende compo
nentes y y z. Llamemos a esta combinaci6n de derivadas y componentes una 
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"'cosa zy" y d6mosle un nombre corto: Fzy Simplemente entenderemos que 

az 
Pero recuerden que A 1 = q,, asi que tambien es 

igual a -£ r Probando tambien F1x y FIJ" hallamos que las 

Fix = -Ex. Fty = -Ey, Ftz = -Ez· (26.18) 

sucede si ambos subindices son t? l Y si ambos son x? Encontraremos 

las cuales no dan nada sino cero. 
Entances tenemas seis de estas casas F. Hay seis mils que obtienen intercam

biando las subindices, pero realmente no dan nada nuevo, puesto que 

y asi sucesivamente. Asi pues, de las diecisCis pasibles combinacianes de las cuatro 
subindices tamados de a pares, obtenemos solarnente seis objetos fisicos diferentes; 
y son las componentes de B y de IE. 
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los subindices 
-significando 

cada cosa 

(26.19) 

recordando que Vµ=(i!/i!t,--i!/i!x,-i!/i!y,-i!/i!z), y que Aµ=(~, A~AY'A,), 

Las componentes de F iiv 

hemes tratado de generalizar el producto vectorial. Empeza
rotor y el hecho de que las propiedades de transformaci6n 

que las propiedades de transformaci6n de dos vectores 
vect,or t1,dm1ens1.onal ordinario A y el operador gradiente que tambi6n sabemos 

se comporta como un vector-. Consideremos por un momento un producto vecto
rial ordinario en tres dimensiones, por ejemplo, el momentum angular de una par
ticula. Cuando un objeto estit en movimiento en un piano, la cantidad (xvy-·J'V) es 
importante. Para el movimiento en tres dimensiones, hay tres cantidades importantes 
de este tipo que llamaremos momentum angular: 

L,. 11 = m(xvy - YVx), L;;• = m(yv, - z1•,J, Lzx = m(zvr - xvz). 

Entonces (aunque puede ser que lo hayan olvidado a estas alturas) descubrimos en 
el capitulo 20 del vol. I el milagro de que estas tres cantidades se podian identificar 
con las componentes de un vector. Para lograr tal cosa, tuvimos que hacer una regla 
artificial con una convenci6n de la mano derecha. Fue simplemente suerte. Fue suer 
te, porque Lu (con i y j 
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iguales ax, y, oz) era un objeto antisim6trico: 

axbx, axby. axbz, 

aybi;, ayby, aybz, 

azhx, azby, azbz. 

a~ = ax cos 8 -\- a11 sen 8, 

y by se remplaza por 

b~ = by cos e -- bx sen 8. 

l~y = TxyCOS 2 fJ - TxxCOS8senf) + Tyysenf)cosO Tyxsen 2 8 
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Hemos hecho un gran recorrido. lRecuerdan volviendo atrils cuando 
lo que significaba velocidad? Ahora estamos hablando de "un 
de segundo rango en cuatro dimensiones". 

(26.20) 

V' µ y b µ por el potencial 
las f6rmulas de Lorentz, 

b~ = ~~j· 

a~ = (26.21) 

A.hara transformemos las componentes de G µir Empecemos con Gtx : 
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Pero esto es exactamente Gw asi que tenemos el resultado sencillo 

G~x = Gtx· 

Harernos uno m3.s 

Asi pues, obtenemos que 

Y, por supuesto, en la misma fornm, 

Por supuesto, siempre tenemos F' µv = -F'111 y F'µµ = 0. 

la 

birernos de 
tabla 26-2. 

lfabia 26-2 

(26.22) 

JLa 1trnnsfmmaci0111 de ILorentz die los crunpos eRf:ctrico y magnf:tico (N"ota~ c = 0 

E~ = 
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Las de la tabla 26-2 nos dicen c6mo cambian IE y 18 si vamos desde un 
sistema a otro. Si conocemos IE y 1B en un sistema, podemos encontrar c6mo 
son en otro que se est<i moviendo con velocidad v. 

'f•bla 26-3 

Una fomta ali.lemariva para fa transformadOl!ll de los campos (Nota.: c = I) 

Tabla 26-4 

Otra form.a. aUn para la tr:.msformaciOn de Lorentz de E y B 
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tivo es que 
metro. Podemos 
tunadamente, no 
produce por el 
de algiin otro campo 
cargas electrost:iticas en 
campos el6ctricos tipicos 
aproximada de 100 volts 
avi6n hace su recorrido 
tricos atmosfericos que son 
producidos por el tfrmino v x 
medir la velocidad de un avi6n 
la tierra. 

26¥4 !Las ecuaciol!lles de movimiento en notaci6n reiativisita :C 

No constituye un gran beneficio hallar los campos magn6ticos y el6ctricos a par
tir de las ecuaciones de Maxwell a menos que sepamos qu6 hacen los campos 
cuando los tenemos. Deben recordar que los campos son necesarios para hallar las 
fuerzas sabre las cargas y que estas fuerzas determinan el movimiento de la carga. 
Asi pues, parte de la teoria de la electrodinamica es la relaci6n entre el movirniento 
de cargas y las fuerzas. 

Para una sola carga en los campos E y B, la fuerza es 

F ~ q(£ + v X E). 

Esta fuerza es igual a la masa por la 

:~ c~r:ve//1 ~;l/c~~ale~~~~t;=~~~d~:e 
correcta es 

* En esta secciOn volvemos a poner todas las c. 

(26.2.l) 

bajas velocidades, pero la 
es igual a dp I dt. Escribiendo 
movimiento relativistamente 
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( 
dx,dy dz) 

c, lljl' di, di ~ (c, v) (26.25) 

(26.26) 

d/dt por I/~, si queremos las 
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las componentes del cuadrivector xµ = (ct, x, y, z) asi que si definirnos una cantidad 
~s por 

Es facil relacionar ds con dt para una particula en movimiento. Para una par
ticula puntual en movimiento. 

dx ~ v, dt, dy ~ v, dt, dz ~ v, dt, (26.30) 

ds ~ .,,j(d1'/c')(c'-- v; _ v; _ v;) ~ dtv1!=- v2/c2. (26.31) 

Asi pues, el operador 

(26.32) 

!oFo~ estii. dada por la ecuaci6n (26.28). Tambien el momentum se puede escribir en 

f, ~ (26.34) 
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f _ q(E + v X B), 
" - vT=V'/c' 

(26.35) 

J, = q(u,F,, -- u,F,, - u,,F,, - u,F,,). (26.36) 

J; = qu,F,, (26.37) 
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Ahora tenemos que traducir de vuelta a los E y las B. Obtenemos 

+ 

(26.38) 

Pero segU.n la ecuaci6n (26-3 8), se supone queJ; es 

Resumiendo, nuestra ecuaci6n de movimiento se puede escribir en la fonna elegante 
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27 

27 ! ConsenraciOllll local 

27-2 de 1a unergfan y 
elec1trom1a1metisnoo 

27-4 die eH11.ergia 

27-5 IEjemplos de Jfh.11.jo die eimergia 

27-3 iDensidad de energia. y fiujo de 27-6 Mlomenrum del cam.po 
energia en el campo electromag-
nCtico 

27-1 ConservaiciOn ~ocaH 

Para ver lo que significa esta aserci6n, examinemos c6mo funciona la ley de 
conservaci6n de la carga. Describimos la conservaci6n de la carga diciendo que 
hay una densidad de corriente j y una densidad de carga p, y cuando la carga dis
minuye en alguna parte tiene que haber un flujo de carga saliendo de ese lugar. A 
esto lo Uamamos conservaci6n de carga. La fonna matematica de la ley de conser-
vaci6n es 

V·j =-"ii· (27.1) 
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\ll (2) 

~ o, (a) 

Esta ley involucra la consecuencia de que la carga total del mundo siempre es 
constante -nunca hay ni ganancia ni p€:rdida netas de carga-. Sin embargo, la carga 
total de! mundo podria ser constante de otra manera. Supongan que hay una carga 
Q1 cerca de un punto (1) mientras que no hay carga cerca de un punto (2) a cierta 
distancia (Fig. 27-1). Supongan ahora que a medida que transcurre el tiernpo la 
carga Q

1 
desapareciera gradualmente y que sirnultimeamente con la disminuci6n de 

Q1 apareciera cierta carga Q2 cerca de! punto (2) de ta! manera que en todo instante 
la suma de Q1 y Q2 fuera constante. En otras palabras, en cualquier estado intenne
dio la cantidad de carga perdida por Q1 se agregaria Q2 • Entonces la cantidad total 
de carga del mundo se conservaria. Es una conservaci6n "mundial'' pero no lo 
llamamos una conservaci6n "local", porque para que la carga fuera de (1) a (2) no 
habia necesidad de que apareciera en ninguna parte en el espacio entre el punto (1) 
y el punto (2). Localmente, la carga se ''perdi6" simplemente. 

Hay una dificultad con esa ley de conservaci6n "mundial" en la teoria de la re 
latividad. El concepto de "instantes simult:ineos" en puntos distantes no es equiva
lente en sistemas diferentes. Dos eventos simult:ineos en un sistema no son simultil
neos en otro sistema que se mueve respecto a 61. Para la conservaci6n "mundial" 
del tipo descrito, es necesario que la carga perdida en Q1 aparezca simultllneamente 
en Q2• De otra manera habria instantes en que la carga no se conservaria. Parece 
que no hay manera de conseguir que la ley de conservaci6n de carga sea relativis
tamente invariante sin hacerla una ley de conservaci6n "local". En realidad, la exi
gencia de invariancia relativista de Lorentz parece restringir las !eyes posibles de la 
naturaleza de manera sorprendente. En la moderna teoria cuimtica de campos, por 
ejemplo, muchas veces se ha querido alterar la teoria pennitiendo lo que llamamos 
una interacci6n "no local" --donde algo que estil aquf tiene un efecto directo sabre 
algo que est3 allf- pero se cae en dificultades con el principio de relatividac1. 
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otro tipo de cantidad, o sea j, un vector que da la rapidez del flujo de carga a trav6s 
de una superficie. Luego, el flujo se relaciona con la rapidez de variaci6n temporal 
de la densidad de carga por medio de la ecuaci6n (27.1). Este es el tipo mils extremo 
de la Jey de conservaci6n. Indica que la carga se conserva de una rnanera especial: 
se conserva 1'localmente". 

Resulta que la conservaci6n de la energia tarnbi6n es un proceso local. No s6lo 
hay una densidad de energia en una regi6n dada de! espacio sino tarnbien un vector 
para representar la rapidez de flujo de la energia a traves de una superficie. Por 
ejemplo, cuando una fuente luminosa radia, podemos hallar la energia lurninosa 
que se aleja de la fuente. Si imaginamos una superficie matemcitica rodeando la fuen
te luminosa, la energia perdida desde dentro de la superficie es igual a la energia 
que fluye de la superficie hacia afuera. 

27-2 ConservaciOn de la energia y electromagnetismo 

Ahora escribiremos cuantitativamente la ley de conservaci6n de la energia en el 
electromagnetismo. Para ello tenemos que describir cuii.nta energia hay en cualquier 
elemento de volumen del espacio y, ademcis, la rapidez de flujo de energia. Represen
taremos con u la densidad de energia del campo (es decir, la cantidad de energia 
por unidad de volumen) y con el vector S representaremos el fiujo de energia de 
campo (es decir, la energia que fluye par unidad de tiempo a traves de un 3.rea uni
taria perpendicular al flujo). Luego, par analogia perfecta con la conservaci6n de 
carga, ecuaci6n (21.1), podernos escribir la ley "'local" de conservaci6n de la energia 
de! campo en la fonna 

(27.2) 

Sin embargo, si hay materia dentro de! volumen de inter§ sabemos cucinta 
energia contiene: cada particula tiene una energia m0c2 /~/c2. La energia total 
de la materia es simplernente la suma de la energia de todas las particulas y el flujo 
de esta energia a traves de una superficie es la suma de la energia que transporta 
cada particula que cruza la superficie. Ahora s6lo queremos hablar de la energia de! 
campo electromagn6tico. Asi pues, tenemos que escribir una ecuaci6n que diga que 
la energia total def campo en un volumen dado disminuye ya sea porque la energia 
fluye saliendo de! volumen, o ya sea porque el campo pierde energia que cede a la 
materia (o gana energia, que es simplemente una pfadida negativa). La energia del 
carnpo dentro de un volumen V es 

!v udV, 
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i S·nda 

Asi pues, -* f V U dV = J L S · 11 da -l {trabaio realizado sobrc la rnaceria conternda e11 V) (27 .3) 

- ~ ~ V·S+ E·J. (27.5) 
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E·j~ -~·-V·S. (27.6) 

j = E0c2 V X B -

SustituyE:ndola en (27 .6) tendremos Unicamente E y !B·. 

Observen que el primer t6rmino del segundo miembro de (27.7) es igual a 

(V X B)-E. (27.8) 

vectorial, (21 x b) · c es igual a a· (b x c); asi que 

En vez de escribir 
traremos un truco muy 

V· (BX E) (27.9) 
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Pero si tenemos Ptfg, significa 

Veritn que ahora 
Empecemos pasando 

nueva expresi6n para V · (B x E). 

V ·(BX E) ~ Vs· (BX E) +VE· (BX E) (27.10) 

Una vez hecho esto, ya no tenemos que atenemos al orden. Siempre sabemos 
que v E opera sabre E imicamente y que 'VB opera sabre B Unicamente. De esta ma
nera podemos usar 'V camo si fuera un vector ordinario. (Por supuesta, cuando 
terminemos volveremos a la nataci6n "normal" que todos usan habitualmente.) 
Asi pues, ahora podemos realizar cosas diversas como intercambiar puntos y cruces 
y otros tipos de reordenamientos de t6rminos. Por ejemplo, el t6rmino central de la 
ecuaci6n (27-10) se puede reescribir como E · \l B x B. (Recuerden que a· b x c = 
b · c x a.) Y el Ultimo t6rmino es igual a B · E x \l E· Parece raro, pero esta bien. 
Pero si tratamos de volver a la convenci6n ordinaria, tenemos que arregl<lrnoslas 
para que el 'V opere Unicamente sobre su "propia" variable. El primero ya est.i en 
esa fonna, asi que omitiremos el subindice. El segundo 
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ll·(E X VE)= -B·('VE XE). 

por Jo cual volveremos a la notaci6n habitual. 

V·(B XE)= E·(V X B)- B·('V XE). (27.11) 

E·j = •oc2 V (BX E) + •oc2B·(v XE) - ~ (!•oE·E) (27.12) 

B (V X £) = B (- ~) = - ~ (1JJ) · 
Ahora tenemos exactamente lo que queremos. Nuestra ecuaci6n energetica es 

E·j= V·(E0c2BXE) .ii_(<r£_ll·B+~E·£), (27.13) a1 2 2 

que exactamente como la ecuaci6n (27 .6) si hacemos las definiciones 

(27.14) 
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27-<il La ambigiiedad de la. energfa de campo 
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27 -5 iEjemplos de fl.ujo de e1n1ergfa 

E' IE x Bl~ c-· 

En consecuencia, para la luz, el flujo de energia por unidad de area por seeundo es 

Intensidad = S = c0c£2. (27.17) 

t ,:,~":"~""~ de!aonda 
Fig. 27-2. Los vectores IE, By S de 

unaondaluminosa 
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Pero E varia en el espacio, asi que la densidad media de energia es 

Y esta bien; es igual a la ecuaci6n (27 .17). 
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Recuerdan, por supuesto, que hay un campo magnetico en circulos alrededor del 
eje cuando el capacitor se esta cargando. Lo estudiamos en el capitulo 23. Em 
pleando la Ultima ecuaci6n de Maxwell, encontramos que el campo magnetico en el 
borde del capacitor est:l dado por 

asi que el flujo total de la energia es 

Concuerda con 
cargando un 
por los hordes 

B= ~E. 

2 (a ·) t:ocE2c2E, 

7ra 2h£ 0EE. 

27-11 



Fig. 27-5. El vector de Poynting S 
cerca de un alambre par el que circula 
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~ '~-l,_----~.-NS-_0--',\I: 
_ '- --- Fig. 27-6. Una carga y un 1man pro

ducen un vector de Poynting que circula 
S en lazos cerrados 

27-6 Momentum del campo 
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probablemente a alga coma 

El juego seria 
minando p y j par 
hacer sustituciones 

~+~+~+~ at ax ay az 

Luego, identificando t6rminos, podriamos tener expresiones para gx> a, b y c. Es una 
barbaridad de trabajo y no varnos a hacerlo. En su lugar, s6lo vamos a hallar una 
expresi6n para g, la densidad de momentum -y por un camino diferente. 

Hay un teorema importante de la mec<inica que es t§ste: toda vez que hay un flu
jo de energia en cualquier circunstancia (energia de campo o cualquier otra clase de 
energia), la energia que fluye a traves de la unidad de area por unidad de tiempo, 
multiplicada par l /c2, es igual al momentum par unidad de volumen en el espacio. 
En el caso especial de la electrodiniunica, este teorema da el resultado de que g es 
1 /c2 par el vector de Poynting: 

(27.21) 

Asi pues, el vector de Poynting no s6lo da el flujo de energia sino que tambi6n, si se 
divide par c2, la densidad de momentum. Con el otro aniilisis que sugerimos se oh· 
tendria el misrno resultado, pero es mas interesante seiialar este resultado mils gene 
ral. Darernos ahora un cierto nllmero de ejernplos y razonarnientos interesantes para 
convencerlos de la validez de! teorema general. 

Primer ejernplo: supongan que tenemos un mont6n de particulas en una caja 
---digamos que N por metro cllbico-- y que se est:in moviendo con cierta velocidad v. 
Consideremos ahora una superficie plana imaginaria perpendicular a v. El flujo de 
energia a trav6s de una unidad de 3.rea de esta superficie par segundo es igual a 

:~; ~~ n:~~~~ ~eu;a~e~~e c~~;e~n:. t[~v:~e~:i;a d~u~:~c~:J~~~:~~n~~;z iJl:i~~~j~~ 
Por lo tanto, el flujo de energia par segundo es 

Nv-·~· 
vi - v2/c 2 

Pero el momentum de cada particula es m0 v I vr=-li17?, asi que la densidad de mo
mentum es 

que es simplemente I /c2 por el flujo de energia -como dice el teorema-. Asi pues, 
el teorema es va.Iido para un puiiado de particulas. 
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o,~-~ 
1a1 I 

[b -;JI I 

0 

(b) 
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Mx = 

x = vt = v ~ = 

(27.22) 

llega al ex
el vag6n. Si 
a Lie; tene-

Introduciendo esta x en ta ecuaciOn (27.22), obtenemos 

Poseemos 
por c para 

la 
la 

energia y momentum para la luz. Dividiendo 
momentum g = p/c, obtenemos una vez mis 

CJ 
g = cz· (27.23) 
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Fig. 27-8. Utienequefle-
var un momentum para que se con 
serve el momentum angular respecto a P 

conserva. momentum campo en una como 
Si calculan la cantidad de momentum dada por el vector de Poynting, no es Constante. 
Sin embargo, la variaci6n del momentum de las particulas proviene justamente del 
momentum de! carnpo, asi que se conserva el momentum total de particulas m3s 
cam po. 
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28-1 La energia de! campo de una 28-4 La fuerza de un electron sobre 
carga puntual si mismo 

28-2 El momentum del campo de una 28-5 Intentos de moditicar la teoria 
carga en movimiento de Maxwell 

28-3 Masa electromagnfaica 28··6 El cam po de la fuerza nuclear 

28-1 La energia del campo de una carga puntual 
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u = ¥ E 2 
= 

U,,,c ~ f dr. 

que se integra facilmente. El limite inferior es a, y el superior co, asi que 

Uelec = (28.1) 

Si utilizamos la carga electr6nica qe para q y el simbolo e2 en vez de q~/4nE 0 , en
tonces 

28-2 El momentum del campo de una carga en movimiento 

Supongan que un electr6n se e:;ra rnov1•enoo 
cio y supongan, por un 
dad de la Juz. Asociado con 
que el electr6n no tuviese rnasa 
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' 
I 

electron 
(+) esferico 

E 
p 

' 

Fig. 28-1. Los campos IEylByiu d<.."L-

sidad de momentum gi para un electr6n 
Para un electr6n negat1vo, IE y 

g ~ •oE X B. 

respecto a la direcci6n de movimiento, coma se muestra en la figura y su 

g = ~E2 sen8. 

E 2 sen 2 827rr2 sen 8dedr. 

de (} (para v « c), podemos integrar inmediatamente 
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Los 0 son 0 y n, por lo coal la integral sobre 0 da solamente un factor 
4/3 y se 

es la que hemos ca!culado hace poco para encontrar la 

melec = (28.4) 

28-3 Masa electromagnetica 

tama:iio debe tener el 
encontrar poniendo la masa electrom:,gnetica ,de la 
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masa observada me de! electr6n. Encontramos 

(28.5) 

La cantidad 
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Esta f6rmula 
comenzaron a 
confusi6n. 

28-4 La fuerza de un electrOn sobre si mismo 

(28.4). En 
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O
F 

- -
-

/ 

(a) (b) (c) 
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(28.9) 

28-5 Hntentos de modificar la teoria de Maxwell 

* Estamos utiLlzando la notaci6n x = dx/dl, .X = d2x/dt 2
, x·= d3x/dt 3, etc 
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en el capitulo 32 del vol. I que una carga oscilante 

(28.lO) 

obtenemos para la rapidez con que se realiza trabajo sabre un electr6n 
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La rapidez con que se realiza trabajo es la fuerza par la velocidad, 

F~ (28.12) 
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1- t6rminos de orden superior. 
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Utilizando nuestra notaci6n cuadrivectorial para las potenciaJes, 

s~2 = c2
(t1 - 12)

2 
- ri2 

= c 2(11 - t 2) 2 - (x 1 - x 2) 2 - (y 1 - y~) 2 
-- (z1 -- 7 2)

2 (28.14) 

de S 12 O, 

CCU"d UC DUµ•µ co que 

fun 

A/1,1 1) ~ f j,(2,t 2 )F(sf2 )dV2 dt 2 (28.15) 
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(b) 

52 

(a) 
La funci6n F(s2

) en la teoria 
Bopp. 

Como a 2 /r1j 2 « 1, la raiz cuadrada puede aproximarse con 1 ±a2 /2r7 2 y asi 

lCuii.1 es el significado? Este resultado indica que 
son importantes en la integral de A, son aquellos que 
el cu al calculamos el potencial, en el retardo r 1 2 I c -con 
ciable en tan to r 1 2 « a. En otras palabras, est a teoria de 
teoria de Maxwell -rnientras estemos lejos de cualquier carga 
tido de que da los efectos de ondas retardadas. 

Por supuesto, debemos tomar el valor de Jµ en t2 = 11 -r11 /c, de manera que la 
ecuaci6n (28.15) se transforma en 
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'fabfa 28-1 

Mas<Ds de particulas 

Particula 
6m* 

(Mev) 

n (neutron) 0 939.5 
p(proton) +1 938.2 -1.3 

(meson n:) 135.0 
±l 139.6 +4.6 

(mes6n K) 497.8 
±l 493.9 -3.9 

L::(sigma) 0 1191.5 
+l 1189.4 -2.l 
-·l 1196.0 +4.5 

* 6.m = (Masa de la cargada)-(Masa de la neutra) 
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28-6 EJ campo de la fuerza nuclear 

O 2 Aµ = fuentes 
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0 2
<1> - µ'q, = o, (28.17) 

fuente puntual, por ejemplo, el origen. Si tp depende sola-
que 

V2q, = (r.p). 

Tenemos asi la ecuaci6n 

1 a' r a,;; (r.p) - µ
2.p = 0 

£, (r.p) = µ 2(r.p). 

dependiente, esta es una ecuaci6n que 

rr.p = Ke±µr. 

Claramente 'P no se hace infinita para r grande, asi que el signo + en el exponente 
queda exc!uido. La soluci6n es 
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<fi = <Poi(wt-kzl 

en la ecuaci6n (28.17) obtenemos que 
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!El 171HJJ1ViunienhJJ de ca1Tgas en caunpos electdcos y 
unagnei,icos 

29·1 en un campo elec- 29·5 !El microscopio electrOnico 
magnCtico unifonne 29·6 Campos guia en aceleradores 

29·2 An.3.lisis de momentum 29·7 con gcadiente alter-

29·3 Una lente electrostiltica 
29·8 Movimiento campos electri en 

29-4 IUna lente magnCtica cos y magneticos cruzados 

Referencias: Capitulo 30, vol. I, Difraccibn 

29-1 Movimiento en WI campo elCctrico o magnetico unifonne 

F ~ qvB ~ ~ · 

29·1 





dejan el cam po muy cerca de! punto C. Decimos que hay un "foco". Tai propiedad 
de enfoque tiene la ventaja de que se pueden aceptar ingulos grandes en J!- --aunque 
comimrnente se imponen algunos limites, como se muestra en la figura-. Una acep
taci6n de ingulos grandes generalmente significa que se cuenta m:ls de una particu 
la en un tiempo dado, disminuyendo el tiempo necesario para una medici6n dada. 

p = a sen kz, () = bz, 

donde a, b y k son par:lmetros que facilmente se pueden calcular en funci6n de p, 
a y el campo magnetico B. Si representamos la distancia p desde el eje en funci6n 
de z para un momentum dado, pero para diferentes :lngulos iniciales, obtendremos 
curvas como las dibujadas en la figura 29-3. (Recuerden que esto es una especie de 
proyecci6n de una trayectoria helicoidal.) Cuando el :lnguio entre el eje y la 
direcci6n inicial es grande, el valor pico de p es grande, pero la velocidad longitudi
nal es menor, asi que las trayectorias para itngulos diferentes tienden a unirse en una 
especie de l<foco" cerca <lei punto 

Fig 29-3 Espectr6metro de campo 
axial. 
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~~-
Fig. 29-4. Una bobina 

corrientesigualesencada axial 

/ _j ~ 1:;, \ •x produc'e un campo •magnet<co uruforme 

29-3 lUna lerde electrostintica 
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29-4 Unai lente ma.gneticai 

Fig. 29··6 Una lente magnet1ca 
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de electrones 

29-5 El microscopio electrimico 

donde A es la longitud de onda de la luz. Con el mejor microscopio 6ptico, 8 se 
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abertura v 
fuente 

S fuente puntual 
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29-6 Campos guifa e1t1 acelerndon·es 

0 
campom3s fuerteaqui 
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,©J~-""'" 
/ orb1ta I 

circular I I 

·L~ _J_~_I _, 
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cam po 

n ~ dB/B. 
dr/r 

de una 

(29.2) 
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(V X B), ~ ~°:- - ¥1 ~ 0, 

--! < n < 0 

29-7 Enfoque con gradiente altemado 
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Fig. 29 1 7 Enfoque horizontal y vertical con un par de Jentes cuadrupolares 
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29-8 Movimiento en campos eiectricos y magnfaicos cruzados 
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Fig. 29-20. Movimiento de 
tfcula en campos electricos y 
cruzados. 
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30-1 iirJ.tema. deloscris 30-6 Simetrias en tres dirnensiones 

30-7 Resistencia de meGnles 

30-2 Enlaces qlllllinicos en cristales 
30-8 DislocaciCm y crecimiento de 

30-3 Crecimiento de cristales cristales 

30-4 Redes cristalim11s 30-9 lEI modelo cristalinodeBragg-Nye 

30-5 Simetrias en dos diimensiones 

Referenda: a la fisica def estado s6lido, Reverte, Barcelona 

30-1 La geometria intema de los cristales 

30-1 



30-2 



30-3 



30-2 Enlaces quimicos ea cristaies 

Un cristal de azii.car tiene 
las en las cuales los ittomos 
modo que la molecula es una estructura 
estim completamente saturados, 

Fig. 30-3 La red de un cristal molecu-
lar 
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30-3 Crecimiento de cristales 

30-5 



30-4 Rcdes cristalinas 
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Fig. 30-5 Construyendo una red hexagonal en apllamiento compacto 

Fig. 30-6. lEs un hexflgono a un cubo 
vistodesde un v8rtice? 
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30-5 Sime¢rias en dos dimensiones 

Fig. 30-7. Un diagrama de a!ta s1metrfa. 
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I 
I 

----~\£~~ 
A a 8 

(0) 

(b) 

30-8 (a). No es posible que haya si
rotac1onales rnayores que sextu 

(b) la s1metrfa rotacional quintuple 
noespos1ble 
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~-.-+-'tT-~~·· 
-f- I~ . 

(a) (b) 

(c) (d) 
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30-6 Simetrias en tres dimensiones 

Hasta ahora hemos hablado Unicamente de diagramas en dos 
embargo, realmente estamos interesados en diagramas de atomos en tres 
nes. En primer lugar, sabemos que un cristal tridimensional tendr:l !res vectores 
primitives. Si preguntamos entonces cua.Jes son las operaciones posibles de simetria 
en tres dimensiones, encontramos que 1hay 230 simetrias diferentes posibles! Para 
ciertos fines se puede agrupar estos 230 tipos en siete clases, que son las dibujadas 
en la figura 30-10. La red de menor simetria se llama triclinica. Su celda unitaria 
es un paralelepipedo. Los vectores primitives tienen longitud diferente y todos los 
fuigulos entre ellos son desiguales. No hay ninguna posibilidad de simetria rotacional 
o de reflexi6n. No obstante,-hay dos simetrias posibles: la celda unitaria cambia o 
no cambia por inversi6n respecto al vertice. (Por inversi6n en tres dimensiones, tam
bien entendemos que el desplazamiento espacial R se reemplaza por -R -en otras 
palabras, que (x, y, z) se transfonna en (-x, -y, --z)-.) Asi pues, la red triclinica 
s6lo tiene dos simetrias posibles, a no ser que haya alguna relaci6n especial entre los 
vectores primitives. Por ejemplo, si todos los vectores son iguales y fonnan ii.ngulos 
iguales, se tiene la red trigonal mostrada en la figura. Esta figura puede tener una 
simetria adicional: puede quedar invariante frente a una rotaci6n alrededor de la 
diagonal larga principal. 

Si uno de los vectores primitives, el c por 
dos, tenemos una celda unitaria monoclinica. 
rotaci6n de 180° alrededor de c. 
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hexagonal 

monoclinico 

(-l-_?: cu:) 
a 

tetragonal 

/I- -=-71 

Q~', i a - L _ ,J 

a 
cUbico 

I/ 

Fig. 30-10 Las s1ete clases de redes 
cristalinas 
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30-7 !Resfiste:ruda de met:!lies 
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Fig. 30-13 Dislocac16n en un cristal 
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30-·8 DislocadOn y credlt1t1l.i.mto de cristab; 

Fig. 30-15 Crecimiento de un cristal. 
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30-9 El modelo crista!Ilno de Bragg-Nye 

N. de! T.: A etas de la Sociedad Real de Londres" 
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Modelo din3.mico de estructu1a cristalina 

Por Sm LA\.VRFNCE BRAGU, F. R. S. y J. F. NYE 

Labaratorio Cavendish, Uni11ersidad de Cambndge 
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9. 0ROENAM1ENTOS TRlDIMENSIONALES 

Laf1gural8,placa:Zl,rnueslravariasd1slocac1onesenunaestructuratrid1rnensionalsornet1da 
aesfuerzonectante 

30-21 



FIGURA 2. Balsa de burbujas en forma cnstalina perfecta. D1ilmetro: 1,41 mm 

FIGURA 4 Balsa de burbujas en forma,cristalina perfecta. Di.itmetro 0,30 mm 
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Limites de gramos 

FIGURA Sa. Diatnetro: 1,87 mm 

FtGURA Sb. Dia.metro: 0,76 mm 

FtGURA Sc. Li.mites de granos. Diii.metro: 0,30 mm. 
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FIGURA 6a. Una dislocaci6n. Di3-metro: 1,9 mm 

FIGURA 6b. Difunetro: 0,76 mm. 

FIGURA 6c. Di.imetro: 0,30 mm. 

FIGURA 7. Dislocadones parale!as. Difunetro: 0,76 mm 
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FlGllRA 8. Dislocaci6n que sale de un Ii.mite entre granos. Diilmetro: 0,30 mm 

FIGURA 9. Dislocaciones en filas adyacentes. Diimetro: 1,9 mm. 

FIGURA 10. Serie de line as de fall a entre dos Meas de orientaciOn paralela. Diimetro: 0,30 mm. 

FIGURA 11. Tipos de falla 

Diilmetro:0,68 mm Diimetro:0,68mm. 
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Diimetro: 0,6 mm. Diii.metro: 0,30mm. 

Diimetro: 0,6 mm. Diii.metro: 0,6 mm. 

Di ii.metro: 0,68 mm. 



FIGURA 12 Recnstailzac16n. D1:in1etro: 0,60 nun a. Inmediatamented<:s1n1es de revolver. 

B E 
b. Despuf:s de 33 sei. 



c. Despues de 2min 

C A 

C DA b. Despuescte 14 mm 
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e. Despuisde 25 min. 

FIGURA 13. Dos etapas de recnstalizaci6n. Difilnetro: 1,64 mm 

A 
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FIGURA 15. Vtsta oblicua de una balsa tndimens10nal 
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FIGURA 16. Balsa tridimensiona! vista perpendicu\armente. Di.ii.metro: 0,70 mm. 
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a. Cara (Ill) b. Cara (100) 

Estructura cUbica de caras centradas 

c. Mada transversal (lll),estructura 
cUbica 

d. Posible ejemplo de apilamiento haxagonal 
compacto 

Di<imetro: 0,70 mm. 
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FIGURA 18. Dislocaciones en una estructura tnd1mensional. Di9.metro: 0,70 mm 
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3Il-1 IEI teirasm· de poil::nrizabiltitll:JJd 

31-2 ~21s compo-

31-3 JEI elipsoide idle energia 

31-4 tensores; eB tellUsor de Brner 

Referencias: Capitulo 11, vol. I, 
Capitulo 20, vol. l, 

31-1 IEI teosor de polari:rabilidad 

3Il-5 !ER !IJl!t'11){!1wido wectoriall 

3!-6 Hterrnsordeesfuerws 

31-7 TeB!lsm'es de l!'ango SMperior 

31-8 de !J!llOm.eH11rum 

en el espacio 
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~
---

Ez 
Ez E 

8 

p2 2 

P, 

pi El E1 
(a) (b) 31-1 
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Anit.logarnente, podemos escribir para un campo en la direcci6n y: 

y para un campo en la direcciOn z, 
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= a(axxEx + O!.zyEy -+ CXxzEz) 

+ b(ayxEx + ayyEy + · · ·) 
+ c(a,,E, + + · · ·). 

Luego escriben Ex> Ey y £ 2 en t6rminos de Ex, EJ'' y El; por ejemplo, 
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a If ~uyas .nucve componentes se transformarin de cierta 
se cambia el s1stema de coordenadas. 

entre IP y IE escrita en la ecuaci6n (31.4) se puede poner en la not.a
compacta: 

3 i-3 !El elipsoide de energfa. 

E·dP. 

up = tE · P = (316) 

Ahora bien, podemos expresar IP en terminos de lE mediantc la ecuaci6n (31.5) 
y tenemos que 

(31.7) 
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tensor dando una !ista de los nueve coeficientes en una 
tabl11 dentro de unpar de cor·chetes: 

(31.10) 

(31.12) 

donde 8 ij es el tensor unidad 

(3Ll4) 

Esto significa, naturalmente, 

Oij = 1, i = j; 

Oij = 0, ir'j. 
(31.15) 

lo cua! significa lo mismo que nuestro viejo result<'l.do para die!ectricos is6tropos: 

ff'= aE 
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j =<IE. 

L = Iw. 
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Lx = fxxWx + fxyWy + lxzWz, 

Ly = lxyWx + lyyWy fyzWz, (3!.16) 

EC~ L ~m(w X r) 2 • (31.18) 

Todo lo que tenernos que hacer ahora es escribir 

1:1~~~)~~~tl~~~~t~: ~:~:i?c::id~ x, y, z, y 
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terminos. Hacienda las operaciones algebraicas, escribimos 

(w X r) 2 ~ (w X r); + (w X r); + (w X r); 

= (w 11 z - WzY) 2 + (wzX -

= + w~z 2 
- 2w11WzZY + w;y 2 

+ w;x 2 
,_ 2wzWxXZ + w;z 2 

+ w;;, 2 
- 2wxwyyx + wZx 2

• 

I,, ~ I; m(y2 + z2
). 

fxx = L m(r2 
- x 2

). 

+ (w,y -- w,x)' 

y compa-

todos los otros terminos, se puede escribir el tensor de inercia en la 

' [L:m(r 2 
- x 2

) 

Ii;= - L myx 
- Lmzx 

Si quieren, pueden escribirlo en "notaci6n tensorial": 

31-5 El producto vectoria1 

Tzy = xFy - yFx 

(J!.19) 
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Generalizando a tres dimcnsiones, escribimos 

~ r,(F·e) - (r ·e)F,. 

31-6 El tensor de esfuerzos 
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(b) 
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estas fuerzas con el 2.rea LiyLiz. Par ejemplo, 

Fig. 31-7. La fuerza sabre unelemen-
to de 8.rea perpendicular a 
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Finalmente, 
tres componentes 

3 1-8. Descornposici6n de la fuer

sobre la caraN(cuyoversornormal 
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La componente x de la fuerza sobre el rectangulo vertical es 

i::..Fxn = S,,, i::..y i::..z + S,,v i::..x i::..z 

a travCs de este plano es igual a /J. Fxn dividida 

Si generalizamos a un elemento de superficie arbitrario, obtendremos 

o en general. 

(3!.24) 
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,Syy 

unitario. 

(31.25) 

3 n-7 TenSOll'eS de rango superior 
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(31.26) 

Saben ademits que la energia potencial de un resorte (o de una barra) es 

correspondiente a la densidad de energia elitstica de un cuerpo 

tres. 
Como ejemplo final, esta vez de un tensor de tercer rango, tenemos el efecto 

piezoelectrico. Un cristal sometido a esfuerzos genera un campo ell:ctrico proporcio
nal al esfuerzo; por lo tanto, la regla general es 
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31-8 El euai.drite!llsor de momeHntlllm eleetromagnt!tico 

S xi = densidad de! momentum seglin x, 

S xx = flujo segim x del momentum seglin x, 

S xy = flujo seglin y del momentum segU.n x, 

S xz = tlujo seglln z de! momentum segUn x. 

para la componente y de\ momentum tenemos las tres componentes 
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fiujo --S yx> S YY' S yz --a las cuales debemos agregar un cuarto t6rmino: 

S yt = densidad de! momentum seglln y. 

Y, por supuesto, a S zx> S .ry• S zz agregariamos 

S zt = densidad de! momentum segUn z. 

del momentum que es, 
extender verticalmente 

S tx = flujo de energia segU.n x, 

Sty = flujo de energia seglln y, 

S tz = flujo de energia seglln z; 

(31.28) 
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32- l !Pollarizaciim. de la materia 

32-2 de Maxwell en un 32-7 

32-3 Omfas eU11 un dielectrico 

32-4 IEI Iodice complejo de refracdOn 

32-5 El in.dice de umn mezda 

Referencias: Ver tabla 32-1 

3 2-1 l?olarizaci(m de la materia 
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TabRa 32-1 

Nuestro sigWente material, 

Terna Referenda Ecuaci6n 

Osciladones amortiguadas Vol. I, cap. 23 m(X +'Yi:+ wlx) = F 

Indice de gases Vol. I, cap. 31 n ~ l + 

Movilidad Vol. I, cap. 41 

Conductividad electrica Vol. I, cap. 43 

Polarizabilidad Vol. ll, cap. 10 

Dentro de los dielectricos 

hace que la teoria para materiales densos sea 
juntad un gran nllmero de piezas de nuestro 
ticamente todas las cuestiones necesarias, asi que 
a introducir. Probablemente necesiten refrescar la 
sitar y por ello dames en la tabla 3 2-1 una lista 

n = 11
1 

- in" 

mX+µX=F 

µ = -;;O' = N~r 

junto con una referenda del Ingar donde se hallan. ___ --------- ______ , __ _ 
tiempo para insistir de nuevo sobre el razonamiento 
mente usaremos las ecuaciones. 

Empecemos recordando el mecanismo de! ind.ice de refracci6n para un gas. Su
pongan que hay N particulas por unidad de volumen y que cada particula se com
porta como un oscilador arm6nico. Usamos un modelo de atomo o mo!ecula en el 
que el electr6n esta ligado con una fuerza proporcional a su desplazamiento (cumo 
si el electr6n estuviera sujeto en su lugar por un resorte). Recalcamos que este no 
era un modelo cldsico legitimo de un atomo, pero demostraremos mas adelante que 
Ia teoria cucintica correcta da resultados equivalentes a este modelo (en casos 
sencillos). En nuestro tratamiento anterior, no incluimos la posibilidad de una 
fuerza de amortiguamiento en los osciladores at6micos, pero ahora lo haremos. Tal 
fuerza corresponde a una resistencia al movimiento, esto es, a una fuerza propor
cional a la velocidad del electr6n. Entonces la ecuaci6n de movimiento es 

F ~ q,E ~ m(x + ri + wil.x), (32.1) 

donde x es el desplazamiento paralelo a la direcci6n de E. (Estamos suponiendo 
un oscilador is6tropo cuya fuerza restauradora es la misma en todas direcciones. 
Tambifo estamos tomando, por el momenta, una onda linealmente polarizada, asi 
que E no cambia. 
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electrico qu1;; actlia sobre el <ltomo vai"ici. sonoidalmente 

(122) 

Entonces el desplazamiento oscilarit con la misma frecuencia y podemos suponer 

Sustituyendo X = iu>X y X = -w2x, podemos despejar x en funci6n de E: 

Conociendo el desplazamiento, podemos calcular la 
radiada responsable del indice. Esta fue la manera como 
capitulo 31 de! volumen I. 

Como p es proporcional a IE, escribimos 

p = <oa(w)E, 

donde a se llama polan'zabilidad at6mica$. Con esta definici6n, tenemos 

(12.3) 

onda 
en el 

(32.5) 

32-3 



P ~ <oNa(w)E 

32-2 Ecuaciones die Maxwell ell1! wn cilielCctrico 

Ppol = -v·P. 

. dP 
}pol= (if. 

(32.8) 

(32.9) 

(32.IO) 

Nuestro problerna es ahora directo y sencillo. hscribimos las ecuaciones de 
Maxwell con la densidad de carga y la densidad de corriente expresadas en fun
ci6n de JP, usando las ecuaciones (32.9) y (32.10). (Suponemos que no hay ninguna 
otra corriente ni carga en el 
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material.) Luego relacionamos IP con IE med.iante la y resolvemos 
la ecuaci6n para obtener E y B ---buscando las soluciones 

Antes de llegar a esto, queremos hacer una acotaci6n hist6rica. Maxwell escribi6 
originalmente su ecuaci6n en una forma diferente de la que hemos estado usando. 
Debido a que las ecuaciones fueron escritas en esta forma diferente, durante 
muchos aiios -y todavia son escritas en esa forma por mucha gente-- explicaremos 
la diferencia. En los primeros tiempos no se tenia conciencia clara y completa del · 
mecanismo de la constante dielectrica. No se comprendia la naturaleza del <itomo 
ni que habia una polarizaci6n del material. Asi que la gente no estaba consciente 
de que habia una contribuci6n a la densidad de carga p proveniente de v · P. Pensa
ron solamente en funci6n de cargas que no estaban ligadas a los :ltomos (tal como 
las cargas que fluyen en los alambres o se desprenden de las superficies por frota
miento). 

Hoy dia, preferimos 
yendo la parte de las 
podemos escribir 

don de 
car gas 

P = Ppol + Patras• 

Sustituyendo Ppot de la ecuaci6n (32.9), 

La densidad de 
tiene, en general, una 
cia podemos escribir 

V·E~ __ l_V·P 
<o 

'7 · (i:;oE + P) = Patras 

j = jpol + iotras, 

y las ecuaciones de Maxwell se transforman en 

c2 V X B = 

Usando la ecuaci6n (32.10), obtenemos 

a las 

(32.11) 

(32.12) 

<oc
2
V X B ~ j 0"" + ~ (e 0E + P). (32.13) 

Ahora pueden ver que si definteramos un nuevo vector D por 

D ~ <oE + P, (32.14) 

las dos ecuaciones de campo se transformar:'.tn en 

V·D =Potra~ (32.15) 
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(32.16) 

las formulas de Maxwell que se usan para los dieli:ctricos. Sus dos 
restantes eran 

v XE= 

V·B = 0, 

que son las mismas que hemos estado usando. 
Maxwell y tambi6n otros investigadores tuvieron Ul'.. problerna con los rnateriales 

magn6ticos (los cuales estudiaremos pronto). Debido a que no sabian de la ex.is
tencia de las corrientes circulantes responsables del magnetismo at6mico, usaron 
una densidad de corriente a la que todavia le faltaba otra parte. En lugar de la 
ecuaci6n (32.16), escribieron 

(32.17) 

es necesario relacionar D y H con otros campos 

D=eE and B=µH. 

32-3 Ondas en un diClfctrico 

Ahora queremos hallar qui: 
un material diel6ctrico en donde no 
los atomos. Tomamos, pues a 
se transfonnan entonces en 

(a) V · E = - "',~ p 

(c) v XE= - ¥! 
(b) c2v X B = ii. (I'_ + E) at €0 

(d) V · B = 0 

(32.18) 

(32.19) 

32-6 



V X (V X £) ~ 

Luego usamos la identidad vectorial 

x (v x £) ~ V(V. E) '1 2£, 

y tambifo sustituimos V x IS, usando la ecuaci6n (32.l9b); obtenemos 

V(V · E) V2E ~ -

Usando la ecuaci6n (32. I 9a) para V ·IE, obtenemos 

asi que la ecuaci6n (32.21) representa una onda con la velocidad de fase 

v1 ~ w/k 

El indice de refracci6n n se define (ver capitulo 31, vol. I) por 

c 
V1= fi 

Entonces la ecuaci6n (32.21) se transforma en 

para que la 
y usando luego 

(32.22) 
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Entonces Ex desaparece de la ecuaci6n (32.23) y hallamos 

k' ~ ~ (l +Na) 

Hemos encontrado que una onda como la 
k dado por la ecuaci6n (32.24) satisfarB. las 
ci6n (32.22), el indice n esta dado por 

n 2 =I+ Na. 

(32.24) 

(32.25) 

Comparemos esta f6rmula con la que obtuvimos en nuestra teoriadel indice de un gas 
(capitulo 31, vol. J). Ailiobtuvimos laecuaci6n 31.29),que es 

(32.26) 

Tomando a de la ecuaci6n (32.6), la ecuaci6n (32.25) nos daria 
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Los mismos razonamientos valdrcl.n para el campo el6ctrico en una onda, en tanto la 
longitud de onda de la onda sea mucho mayor que el espaciqmiento entre los iitomos. 
Limitindonos a tales casos,escribimos 

Usando el Eioca1delaecuaciOn (3 2.28),encontramos 

n2 ~ l + (32.31) 

Sera mils conveniente si escribimos esta ecuaci6n en la forma 

=Na, (32.32) 

Debido a que los iitomos veci
entre ellos. Por eso los modes 

naturales de las oscilaciones 
y, por lo general, son fuertemente 

se vuelve muy grande. Asi que las w 0 

a las de los 3.tomos libres. Con estas 
aproximadamente, por la ecuaci6n (32.7). 

(32.33) 
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32-4 El in.dice complejo de refracciOn 

Escribiendo n como en la ecuaci6n (32.35), tendriamos 

Ex = Eoe-wn1zfce1w(l-nr1zfc). (32.36) 

El ti:rmino eiw(t-n.Rz/r:J representa una 
lo normalmente 
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Ex para 

A menudo se escribe en la forma 
Intensidad « e ~fl~, 

32-5 El indice de unai mezcla 

(32.37) 
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n 1 = 1.5376, n 2 = 1.5651, n3 = 1.5705 

Hemos tornado el promedio. 

Primero necesitamos conocer N 1 y N 2 ; expres6moslos en funci6n del nlimero 
de Avogadro N 0• Tomemos un litro (1000 cm 3) como unidad de volumen. Luego 
Ni /N0 es el peso por litro dividido por el peso molecular en gramos. Y el peso por 
litro es la densidad (rnultiplicada por 1000 para obtener gramos por litro) multipli
cada por el peso fraccional de la sacarosa o de! agua. En esta forma, obtenemos 
N2 /N0 y N)N0 coma en las columnas Dy Ede la tabla. 

32-6 Ondas en metales 

en este capitulo para materiales s6lidos tambiffi 
coma los metales, con muy pocas modifica
electrones no tienen fuerza alguna que los 
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~~ 
colisionesest. 

Fig. 32-2 El rnov1miento de un elec-
tr6n libre 

32-14 



j = crE. 

se llama conductividad. Esto es justo lo que es 

Luego, 

(32.41) 

elE:ctrica 

(32.42) 

(32.43) 

Esta es una formula conveniente para el indice de refracci6n de los metales. 

32-7 Aproximaciones a bajas y altas frecuencias; la profundidad de penetra
ciim y la frecuencia de plasma 

Ahora bien, coma pueden verificar elevando al cuadrado*, 

asi que para frecuencias bajas, 

n ~ W/2<-;;; (1 - i). (32.45) 

* 0 escribiendo -i =- e-in 12 ._J:...T = e--irr 14 = cos n /4 -i sen n /4, que da el mismo 
resultado ' 

32-15 



32-3. La amplitud de una onda 

la ecuaci6n (32.26), la amplitud de una onda en la direcciOn z decrece coma 

Escribamos esto en la forma 
exp[-~2,0c2 z]. 

a= 5,76 x 10 7 (ohm-metro)-1
, 

peso at6mico = 63,5 gramos, 

densidad = 8,9 gramos /cm-3, 

" w «-· 
'o 

nfunero de Avogadro = 6,02 x 1023 (peso at6mico en gramos)-1• 

(32.49) 

Si suponemos que hay un electr6n libre por atomo, el nUmero de electrones por 
metro cl1bico es 

N = 8.5 X 10 28 metro- 3
. 
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Usando 

obtenemos 

qe = I.6 X io- 19 coulomb, 

€ 0 = 8.85 X 10-12 farad-metro-1, 

m ~ 9.11 X 10-31 kgm, 

T = 2.4 X 10- 14 seg, 

; = 4.1 X 10 13 seg- 1
, 

:!___ = 6.5 X l0 18 seg- 1. 

<o 

Para microondas de 10.000 megaciclos por segundo (ondas de 3 cm) 

8 ~ 6.7 X 10--4 cm. 

w"l" es mucho mayor que uno, y la ecua-

Para ondas de 

que, por supuesto, es la misma 
tidad Nq2e /mE 0, que llamamos 

(32.51) 
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asi que podemos escribir la ecuaci6n (32.50) o la ecuaci6n (3 2.51) en la forma 

Tabla 32-3* 

Longitudes de ouidai por delb21jo de las cu.ales en metal 
se vuelve transparente 

* De: C. Kittel, JntroducciOn a la fisica def estado sOlido, Reverte':, Barcelona, 1965, 
p.262. 
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33-li y refrncciim de I@ h.11z 33-4 01t11dlas refilejadms y trnnsmitidas 

33-Z Oru:lla.s materiales densos 33-5 Rellexi01t1 met3.Des 

33-3 Condiciones de contorno H-6 ReflexiOn intemai totaH 

Referencias: Capitulo 35, vol. I, PolarizaciOn 

33-li ReflexiOn refracciOn de la luz. 

8.ngulo de incidencia. Con los imgulos defini-

3. 

e, ~ ei (33.l) 

El producto n sen () es el mismo para el haz incidente y el transmitido (ley de 
Snell): 

(33.2) 

Para lE paralelo al piano de incidencia, el coeficiente de reflexi6n R11 es 

(33.4) 

33-l 



4. Para incidencia normal (jcualquier polarizaci6n, naturalmente!), 

33-2 



33-2 Ondas en materiales densos 

Por supuesto, debemos recordar que 

Pero ahora no necesitamos tanta elegancia. 

Para una ondaquese mue
k, lafaseencada punto 
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v --'Jo -ik. (.13.8) 

Esto 
tor-. 

V -sea el gradiente, la divergencia o el ro
x IE es 

Si tan to Ey como Ex varian como e-1lr. r, obtenemos 

Por ejemplo, la ecuaci6n de Faraday 

se convierte para una onda en 

Esto nos dice 

XE~_ a_!! 
at 

-ik X E ~ -iwB. 

Pero corno ya lo sabemos, no lo haremos de nuevo. 
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Como k es perpendicular al eje z, 

k · r ~ k,x + k,y. 

Los vectores de propaga
las ondas incidente, 

(33.!2) 
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Escribimos la onda reflejada en Ia fonna 

(33.14) 

las ecuaciones de Maxwell da la ecuaci6n (33.9), asi que 
tenemos 

(33.15) 

n1 y n2 a los indices de los dos medios, tenemos seglln la 

k2 = k; + k; = 

Como la onda reflejada est:l en el mismo material, se tiene 

k'2 = 

mientras que para la onda transmitida, 

33-3 Condiciones de contomo 

VXE~-~, 

ver de la siguiente manera. 
sobre el contorno, como 

(33.16) 

(33.17) 

(33.18) 

(33.19) 
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Fig Una condici6n 
se obtiene a partir E ·ds 

~ 0. 
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ponenles: 

(33.21) 

aB 
VXE~-ii/ 

zt: _ a#; ~ _ ¥f- (33.22a) 

aex aEi a Bu az - ax= -ai (31.22b) 

OEy aEx __ aBz -ax - ay - --at (33.22c) 

V·B ~ 0 

¥:+¥:-+?-!f=o (33.23) 
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Si integramos esta ecuaci6n con respecto ax en la regi6n 3, concluimos que 

(33.25) 

el salto de E ifi x pasando de la regi6n 1 a la 2 debe ser igual al 

Podemos reescribir la ecuaci6n (33.25) en la fonna 

Con el mismo razonamiento, la ecuaci6n (33.22c) <la 

(33.28) 

en la ecuaci6n (33.20) por un 
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(33.29) 

(33.30) 

La llltima ecuaci6n es similar y da 

(33.31) 

Tabla 33-1 

Condiciones de contomo en Ba super6cie 
de un dielCctrico 

(,0£1 + P1), ~ \<0E2 + Pz), 

(£1), ~ (E2), 

(£1), ~ (E2), 

(La superficie esti en el piano yz) 

Nuestro programa nos ha puesto en posesi6n de las seis relaciones 
campos en la regi6n I y en la 2. Las hemos colocado todas juntas en 
33-1. Las podemos usar ahora para obtener las ondas en las dos regiones. 
mos hacer notar, sin embargo, que la idea que hemos utilizado puede usarse para 
cualquier situaci6n fisica en la que tengan ecuaciones diferenciales y quieran 
obtener una soluci6n que atraviesa el contorqo, en el cual hay una variaci6n abrup 
ta de cierta propiedad. Para lo que nos interesa, podriamos haber deducido fii.cil
mente las mismas ecuaciones utilizando razonamientos sabre flujos y circulaciones 
en el contorno. (Podrian ver si son capaces de obtener los mismos resultados por 
esta via.) Pero han visto ahora un metodo que puede servir en caso de que se en 
cuentren en dificultades y no vean ninglln razonamiento fisico f.icil que Jes diga 
lo que sucede en el contomo -pueden simplemente trabajar con las ecuaciones. 
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que 
condiciones de contorno a las ondas 

(33.32) 

(33.33) 

(33.34) 

(33.35) 

(33.36) 

(3337) 

Sabemos un poco mils: IE es perpendicular a su vector de propagaci6n k para cada 
onda. 
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transmit1da cuando.el campo 
incidente es perpendicular 

plane> de lncldE,ncla. 

E, + E, ~ E, 

sobre el contorno, es decir, para x = 0. Asi pues, tenemos que 

los campos de 
ecuaciones de 

condiciones de 

(33.38) 

ser cierta para todos t y para todo y. Supongan que consideramos prime
T enemos entonces 

w"=w'=w 
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Por defmici6n, el m6dulo de esti dado por k2 = n2 w 2 /c2
, por lo que tenemos 

ademii.s que 
k"' 

nl 
k'2 

2 n, 
(33.40) 

ahora la ecuaci6n (33.38) para t = 0. Utilizando nuevamente la 
razonamientos que acabamos de aplicar, vez basados 

que la ecuaci6n debe ser vlliida para todo 

(33.41) 

Seglin la ecuaci6n (33.40), /C2 = k2
, asi que 

k~2 + k~2 
= k; + k;. 

Combinando esta ecuaci6n con la ecuaci6n (33.41) tenemos que 

k1
:/ = k';, 

Las dos ecuaciones (33.41) y (33.42) nos dicen que el 3.ngulo de reflexi6n es igual 
al ingulo de incidencia, co mo era de esperar. (Ver la figura 3 3-3 ). La onda refle
jada es 

(33.43) 

Para la onda transmitida ya hemos encontrado que 

(33.44) 

y podemos resolver estas ecuaciones para encontrar k 1~. Obtenemos 

~=sine,, k" J/.h =sen f)i. (33.46) 

De la (33.44) obtenemos que 

n 2 sin 8t = n1 sen8i, (33.47) 
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Eo +Eb=£(}. 

De las ecuaciones (33.35) a (33.37) obtenemos 

Bx1 = 

Recordando que w 11 = w' = w y k" Y = k'y = ky obtenemos que 

E0 +E\i=E~ 

(33.48) 

B,, ~ - (33.49) 

de la onda para x = 0 (por estar sobre el 

Nuevamente todas las w y ky son iguales, por lo que esto se reduce a 

(33.50) 

da una ecuaciOn para los E que es diferente a la de la ecuaciOn (33.48). Con 
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dos podemos despejar E' 0 y E" o- Recordando que k'x = -kx obtenemos 

[Eu[ 

kx = k cos B, = ~J_ cos B1, 

k~' = k 11 cos Bi = ~~cos Bt· 

(33.53) 

(33 54) 
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Sustituyendo en Ja ecuaci6n (33.51) tenemos 

~ = ~,=c~~=::c;'-•=-::". 

El numerador y el denominador son precisarnente Ios senos de (8 i-81)y (8
1 
+ 81); obte-

33-5 !ReOexi(m en me~ales 

EO 
Ea 

la onda reflejada, necesitamos el cuadrado de los valores 

I, 
7, 

(33.58) 
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i Para un material con un indice que sea un nfunero imaginario puro se tiene 100 por 
ciento de reflexi6n! 

~~;~// ~~;._;oj~ 
~;~ 

; 

/

.; placadevidrio 

tinta roja seca . Fig .. 33-·8. Un material q.u~ absorbe 
fuertemente la luza lafrecuenc1awrefle
J8 tamb1en la luza esafrecuenc1a 

Pueden mostrar facilmente este efecto cubriendo una placa de vidrio con tinta 
roja y dejitndola secar. Si hacen incidir un haz de luz blanca sobre la parte de atris 
de la placa, como se muestra en la figura 33-8 veritn un haz de luz roja transmitido 
y rm haz verde reflejado. 

33-6 IReflexiOn intermll total 

Si la luz va desde un material como el vidrio, con un indice real n mayor que 1, 
hacia, digamos, el aire con un indice n2 igual a 1, la ley de Snell dice que 

sin 81 = n sen8,. 

El itngulo (Jr de la onda transmitida es de 90° cuando el ilngulo de incidencia ()
1 
es 

igual al "iingulo critico,, e c dado por 

nsen8c = l. (33.59) 

l Que sucede para 81 ma yores que el itngulo critico? Saben que hay reflexi6n interna 
total. Pero, lc6mo sucede? 
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lei ecuaci6n (33.45) que da el nfunero de onda k'x para la onda 

= ~ - k;. 
Ahora bien, ky = k sen ei y k = wn/c, asi que 

Fig. 33-9. Reflexr6n interna total 
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Fig. 33-10. St hay una delgada capa 
1ntermed1a, la reflexi6n interna noes"to-

Fig. 33-11. Oemostraci6n de la penetraci6n de la onda reflejada lnternamente. 
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34· l Diamagnetismo y paramagne- 34-5 lfeorema de Larmor 
tismo 

34· 2 M.omentos magnCticos y mo
mentum angular 

34-6 La fisica cl:lsica no da ni dia
m.ignetismo ni paramagnetismo 

34-3 Precesiim de los imanes atOmicos 34-7 Momentum angular en la mec3 
nica cu3ntica 

34-4 Diamagnetismo 34-8 Energia magnCtica de los 3.tomos 

Releer: Secci6n 15-1, "Fuerzas sobre una esp_ira de corriente; energia de un dipo\o''. 

34-1 Diamagnetismo y paramagnetismo 

34-1 



hilo 

trozo pequei'io de material 

intenso 
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34-2 Momentos magneticos y momentum angular 

J = mvr. 

m,q 

El irea es nr2, de modo que el momenta magnetico es 

qvr 
µ.~T· 

(34.1) 

(34.2) 
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es perpendicular al piano de la 6rbita. Por lo tanto, J y µ estin en la misma 

Puede 
cleos hay 
que al 

i;;; J (orbital 

- !;;, J (Orbita electrOnica) 

µ = - ~ J !espin de! electrOn) 

y neutrones que se 

(34.3) 

(34.4) 

(34.5) 
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34-3 PrecesiOn de ios imanes atOmicos 

M ~ (J sen e)(wp 61). 

Por lo tanto, la derivada del momentum angular respecto al tiempo es 

~ = wplsen 8, 

que debe ser igual al torque: 

T = µBsen8 

(34.8) 

(34.9) 
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34-3. Un objeto de momentum 
J y momenta magnetico 

11 colocado en un campo 
B precesa con veloc1dad 

La ve\ocidad angular de prcces!On es entonces 

(34.10) 

Sustituyendo µ/J dado en la ecuaci6n (34.6), vemos que para un sistema at6 
m1co 

es proporcional a B. Es pr<lctico recordar que para un 

}, ~ Y;:: ~ (l.4 megaciclos./gauss)gB, (34.12) 

y que para un nllcleo 

(,, ~ Y;:: ~ (0.76kilociclos/gauss)gB. (34.13) 

34-4 Diamagnetismo 
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Fig. 34-4 Fuerzas el8ctricas 1nduc1das 
que actUan sabre los electronesenun 

y hay un campo electrico circular cuya intensidad es 

6J = ~ B. (34.15) 

6.µ = -2~t,J = (34.16) 

ver que es correcto) significa que 
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{<rI>av =<.rz>) (34.17) 

34-5 Teorema de Larmor 
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F(r) + qv )( B. (34.18) 

F1 = -2mwv, (34.19) 

y hay una fuerza radial aparente que esta dada por 

F = --2mw Xv. (34.21) 

campo rnagn6tico, debemos agregar la fuer 
total es 

F(r) + qv X B + 2mv X w (34.22) 

para obtener el 

2mw ~ -qB 
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34-7 Momentum angular en la mec3nica cuimtica 

34-12 



esa cosa rara estamos a punto de describir es e! 
en sistemas reconocernos coma momentum 

jh 

U--1)/i 

(j-2)/i 

-(j 2)h 

--(j - l)h 

--jh 

(34.23) 
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2 
1 
0 

-1 
-2. 
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Se puede escribir el producto escalar J.J en la forma 

<J J> -= h;; > 

Pero coma es el mismo para todas las orientaciones, su promedio natural-
mente, su constante~ tenemos 

I 1 ·· 3 < J'o > (34.24) 

Para un ~;istema de espin 312 se tiene· 

Conduimos que 

J 1=3<.f': > = 3~h 2 
= ~(~ + J)h 2

• 

que la ecuaciOn (34.25), junta con la ecuaciOn 

J·J~JU+ l)h 2 

34-8 Energia magnetica de los 3tomos 

Ahora 
la 

donde -qe y m son la carga y la masa de\ electrOn 

(34.26) 

(34.27) 
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(34.28) 

E!igiendo el eje z en la direcciOn de B. 

(34.29) 

Usando la ecuaciOn (34.27) tenemos 

La q)i/2m recibe habitualmente el nombre de '"nu1gnet6D de Bohr" 

Los valores posibles de la energia magnetica son 

------g 

--Jz=-+ti 

~J,"-i~ Fig. 34-5 Energiasmag1net1<:as 
de un s1stema 
uncampomagn€t1co B. 
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34-6. Los dos estados pos1bles de 
deunelectr6nenuncarnpornag 

n8t1co B. 
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35-1 Estados magni:ticos cuantizados 

35-2 El experimento de Stern-Gerlach 

35-3 El metodo de haces moleculares 
de Rabi 

35-4 Paramagnetismo macroscOpico 
de materiales 

35-5 Enfriamiento pm desmagnetiza 
ciOn adiab<ltica 

35-6 Resonancia magnt':tica nuclear 

Re/eer: Capitulo 11, Denlro de los dielecrricos 

35-i Estados magneticos cuantizados 

35-1 



!J.U ~ -µ,B, (35.2) 

Sabiendo que en esta ecuaci6n tenemos que reemplaza1 /I: por 
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u ;'r\ 

z 
,, u!~~I~:= 

U - - Uo ~z.=:~-- - B 

J (b) ? I 
{a) I I 

j=o3/2 

hwp = g -tn hB 

wp = g i:J1 B (35.4) 
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que 

35-2 !Ei experime1r1to de Stern-Gerl~clli 

Fig. 35-2 El experirnento de Stern y 
Gerlach. 

tiU= ~µ.Bcose. (35.5) 
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35-3 !El metodo de haces moleculares de Rabi 

de 

dos 
del 
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de luz de frecuencia w, siendo 

hw ~ t;U (157) 

Fig 35-3 La preces16n clilsica de un 
atomo con momenta magn811co I' y mo
mentum angular}. 
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:~ ,:~~ 
~,,.,., ~ B' = b cos(wt) 
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Fig El aparato de hacesmolecu 
lares de Rabi 
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corrientedel 
detector 

I l 
I 

-v-
1 

I 
I 

: 

f------+-wp· ~.,--

35-4 Paramaignetismo macroscOpico de materiales 
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N<µ> (35.8) 

(11.20)]. Esta formula aproximada es correcta solamente para 
menor que uno. 
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Para ahorrar escritura, hagamos 

y entonces 

El 
el 

e-(eoergiadelestado)/kT. 

e-Ml/T. 

(35.10) 

(35.11) 

(35.12) 

(35.13) 

que la probabilidad de que un 

(35.14) 

El nUmero de 3.tomos por unidad de vo!umen con espin hacia arriba es 

(35.15) 

y el nUmero con espin hacia abajo es 

(35.16) 

35-ll 



La constante a hay que determinarla de manera que 

(35.17) 

nU.rnero total de 8.tomos par unidad de volumen. As~ obtenemos 

(35.18) 

N <µ>. Usando 

:t-~-
Fig. 35-7. Vanac16ndelamagnetizac16n 

0 I 2 3 4 

µ.B/kT 

la1r1tens1daci 
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JU+ IJh' ~ !i;n'. 

Sustituyendo esto en !ugar de l·J en la ecuaciOn (35.23), obtenemos 

o en funci6n de µ 0 , definida en !a ecuaci6n (35.12), 

verdaderamer1te nos reproduce 

facilmente a itornos de cual-

(35.24) 

donde 
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35-6 Resonancia magnetica rm1cicar 

die ho 

B = ?_~w 
gq, 
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36-i Conientes de maignetizaciOn 

36-2 campo H 

36-3 La curva de magnetizaciOn 

Releer: 

36-1 Corrientes de magnetizaciOn 

36-4 llnductancias con nllcleo de hierro 

36-5 JElectroimanes 

36-6 M!agnctizaciOn espontimea 

Ppol = -V·P. (36.l) 

cargas estuvieran sobre conductores, flotras seria la mismaque 

36-l 



Maxwell que relaciona la divergencia de E con la densidad de carga se transforma en 

V·E~ -· + 

Entonces podemos sacar la parte de polarizaci6n de la carga y pasarla al otro 
miembro de la ecuaci6n, para obtener la nueva ley 

V · (eoE + P) ~ Potras (36.2) 

dice que la divergencia de la cantidad (E0E + P) es igual a la densidad 

cavidad en un diel8ctrico depende de la 

Juntar E y lP' como en la ecuaci6n (36.2) es Util, por supuesto, solamente si co
nocemos alguna relaci6n entre ellos. Hemos visto que la teoria que relaciona el 
momenta dipolar elfotrico inducido con el campo era un asunto relativamente com 
plicado y se puede realmente aplicar s6lo a ciertas situaciones sencillas y alln enton
ces como una aproximaci6n. Querria recordarles una de las ideas aproximadas que 
usamos. Para hallar el momenta dipolar inducido de un 3.tomo dentro de un diel6c
trico, es necesario conocer el campo el6ctrico que actlia sabre un 3.tomo individual. 
Hicimos la aproximaci6n ---que no es tan mala en muchos casos-- de que el campo 
sabre el itomo es el mismo que habria en el centro del agujero pequefio que queda
ria si sac<iramos el 3.tomo (sin cambiar los mementos dipolares de todos los 3.tomos 
vecinos). Tambien recordar<in que el campo elf:ctrico en una cavidad en un diel6c
trico polarizado depende de la forma _de la cavidad. Resumimos nuestro resultado 
anterior en la figura 36-1. Para una cav1dad delgada en forma de disco perpendicular 
a la polarizaci6n, el 
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campo electiico en la cavidad estii dado por 

Ecavidad = E dielectrico + !... , 
•o 

Ecavidad = Edielectrico + ~ (cavidadesferica). (36.3) 

(36.4) 
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Por supuesto, es 
Maxwell para el rotor 

Ahora tenemos 
Para que pudan ver 

i jpo\ + jotras 

j = jpol + j,,,,\g + jcond (36.5) 

total la que corresponde poner en !a ecuaciOn de 

c2 v X B ~ j_ + ~ 
Eo at 

la 

jmag = V X M. 

con el 
queel 

(36.6) 

M 

(36.7) 
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Fig. 36-2. D1agrama esquematico de 
las comentes at6m1cascirculantestalco 
mo seven en una secci6n transversal de 
una barra de hierro magnet1zada en la d1-
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~ 
Area Adel lazo 

Fig. 36-4. Un 
netizado es 
circulante de superficie 

bloque rnag
a una corriente 

14-5, que una corrien-

µ,~IA, (36.9) 

µ, ~ M,(abc), 

de donde obtenemos (recordando que el area de la curva es ac) 

I~ M,b. 
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ellos. 

I~ 11 - 12 ~ M,b - (M, + l:!.M,)b 

~ -l:!.M/J. 

La corriente que fluye entre los dos bloques es entonces 

Tenemos aJ menos el comienzo de! rotor de M. 
Debe t6rrnino 

de la a j 

la corriente /en cada cara se debe dividir mitad y mitad entre los 
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36-2 El c2mpo H 

A 
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Podemos pasar el tE:rmino en M al primer miembro: 

Entonces la ecuaci6n (36.l l) se transforma en 

~oc 2 V' X H = jcond -I- ~ · (36.13) 

(36.15) 
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no pueden confundirse. Como nuestra Hes igual a H' I E0c
2, si est3n usando el siste

ma MKS, H (en webers /metro 2) es igual a 4n x 10-7 por H 1 (en amperes por me
tro). Quiz3s sea mis conveniente recordar que H (en gauss)= 0,0126 H' (en 
amp/metro). 

1fabla 36-i 

Unidades de cantidades magneticas 

[BJ~ 

[HJ~ 

[M] ~ 
[H'] ~ 

Coo.version.es convenientes 

= 104 B (weber/metro2) 

= H(oers.ted) 
= O.Q126H'(amp/metro) 

Hay algo mucho peor. jMuchos que usan nuestra definiciOn de H ban decidido 
llamar las unidades de lH y B con nombres diferentes! Aunque tengan las mismas 
dimensiones, Jlaman a la unidad de B un gauss y a la unidad de flI un oersted (en 
honor a Gauss y Oersted, por supuesto ). Asi pues, en muchos libros hallar3n gri
ficas con B representado en gauss y H[ en oersteds. Realmente son la misma unidad 
-10-4 de la unidad MKS-. Hemos resumido la confusi6n sobre unidades magneticas 
en la tabla 36. J. 

36-3 La cuirvm de magn.etizaciOl!ll 

Ahora examinaremos algunas situaciones rn3s sencillas en las cuales el campo 
magnCtico es constante, o en las cuales las campos varian tan lentamente coma 
para que podamos despreciar OD/Ot en comparaci6n con jcond· Entonces los cam
pos obedecen las ecuaciones 

'l'·B ~ 0, 

H ~ B - M/<oc 2
• 

(36.16) 

(36.17) 

(36.18) 

Supongan que tenemos un toro (una rosca) de hierro cubierto con una bobina de 
alambre de cobre, como muestra la figura 36-7(a). Una corriente I circula por el 
alambre. lCua.I es el campo magnetico? El carnpo magnet.ice estani principalmente 
dentro del hierro; alli, las lineas de B serim circulos, como muestra la figura 36-?(b). 
Como el flujo de B es continuo, su divergencia es cero y satisface la ecuaci6n 
(36.16). En seguida, escribimos la ecuacion (36.17) en otra forma integrando alre
dedor de la curva cerrada I' dibujada en la figura 36· 7(b ). Segiln el 
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(b) Secci6n transversal del toro que mues~ 
tra lfneasdecampo 

teorema de Stokes tenemos que 

(36.19) 

donde la integral de j es sobre cualquier superficie ,S limitada por I'. En cada vuelta 
del devanado esta superficie se corta una sola vez. Cada vuelta contribuye con la 
corriente I a la integral y si hay N vueltas en total, la integral es NJ. For la simetria 
de nuestro problema, B es el mismo a lo largo de toda la curva I'; si suponemos que 
la magnetizaci6n y, por lo tanto, tambi6n el campo lHI es constante a lo largo de I', 
la ecuaci6n (36.19) se transforma en 

donde I es la longitud de la curva I'. Asi pues, 

(36.20) 

Debido a que H es directamente proporcional a la corriente de magnetizaci6n en 
casos como este, a veces se le llama campo magnetizante. 

ahora es una 
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36-4 Knductancias con niacleo de hierro 
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Integrando sobre el tiempo, obtenemos 

U (E 0c
2
1A) J H dB (3621) 

que 

u ~ E0c
2 J HdB (3622) 

B ~ µH (36.23) 

U ~ (< 0c2 /A)µ J H dH ~ (< 0c2 /A) (36.24) 

As! pues, la densidad de energia es aproximadamente 

£ ~ (< 0c21A)µ (¥)' · 
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8 
(gt'IUBB) 

10,000/ 

I 
I / 

I ; 
/ // 
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I 

Usando H /I de la ecuaciOn (36.20), tenemos 

Fig. 36-9. Una curvade histeresisque 
no alcanza saturaci6n 
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36-5 iE!ec!:ro!mw.es 

a
BH1~S,H2 

/ 

(c) 

bimcccb~to 

(b) 

Fig.36-11 
electroiman 

36-16 



36-17 



36-6 MagnetizaciOn espont<inea 

µ, ~ cf~ ~ 0.928 X 10-" amp·m 2 (36.28) 

36-18 



dequeel 

M ~ Nµfanh (36.29) 

Bcavidad = B + jerrado! 

Electrostitica Ferromagnetismo estitico 

V·(E+~)~o V·B~O 
(36.30) 

v XE~ 0 V X (n - ~ 0 

Estos anilogos si hacemos la siguiente 

E+ B. 

Esto es Jo mismo que hacer la analogia 

E-)H, P--+M/c 2
• (36.31) 
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En otras palabras, si escribimos las ecuaciones del ferromagnetismo en la forma 

~ 0, 
(36.32) 

'1 X H ~ 0, 

HcaVJdad = Hmaterial· 

Pero ccrc en la cavidad, tenemos 

Bcavidad = Bmaterial -- (36.33) 

Par otra parte, para una cavidad en forma de disco, perpendicular a M, tenemos 

ta cual se traduce 

0, en funci6n de IB, 

Bcavidad = (36.34) 

una cavidad esferica, hacienda nuestra analogia con la ecuaci6n 

Bcavidad = (36.35) 

Este resultado es completamente diferente de! que obtuvimos para E. 
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o-(H + >-.M/<oc') M ~ Nµtanh ---kT--
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Fig. 36-14. C6mo hal!ar la magnet1-
zaci6n cuando H = 0 

podemos escribir la ecuaci6n (36.38) mils sencillamente en funci6n de 

(36.40) 

Podemos 
un poc~ 
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~x.~~+~C~J-
Ahora podemos despejar M /Msat: 

µH 
k(T- T,)· (36.41) 

T enemos una ley alga parecida a la que teniamos para el pararnagnetismo. Para el 
paramagnetismo, teniamos 

De la densidad y el peso at6rnico del niquel, obtenemos 

Tomando µde la ecuaci6n (36.28), y poneindo .il =j, obtenemos 

coma Weiss lo hizo, diciendo que por 
sine (2600) x J (o alrededor de 900). 

para otros rnateriales ferromagn6ticos tal 
esto significa. volvamos a la ecuaci6n (36.36). 

que Ba, el Campo local sabre el atomo, parece 

36-23 



pensariamos. En efecto, escnbiendo H = B-M /l 0c2, tenemos 

/~o 
~'"1 

0 . 0.5 10--=-
Fig. 36-15. Magnet1zac16n espont3 

nea del niquel en funci6n de la tempera-
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37-1 QuC es el ferromagnetismo 

37-2 Propiedades termodiniimicas 

37-3 La curva de histfresis 

3 7-4 Materiales ferromagneticos 

37-5 Materiales ma.gniticos fuera de 
lo comful 

Referencias: Bozorth, R. M., "Magnetism", Encyclopaedia Britannica, Vol. 14, 
1957, pags. 636-667 
Kittel, C., Introducci6n a la fisica de! estado sOlido, Reverte, Barce
lona, 1965. 

37-1 Que es el ferromagnetismo 
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* Ver capitulo 43. 
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Energia de! espirr "hacia arriba" = +11 (11 + 

Energia del espin "hacia abajo" = -µ (H + ~) 
EoC 

(37.1) 
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M ~ Nµtanhx. (37.2) 
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37-2 Propiedades ternnodinilmicas 

La energfa por umdad de volumen y el calor especff1co de un cristal ferrb-
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Fig. 37-3 Cuando se 1nv1erte la mag 
net1zac16n de una barradehierro. sele1m
partec1ertaveloc1dadangular 
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37-4 !La curva de histfresis 
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un campo magnet,,,nte 1 m~" [Ejf" QI~ al eje cristalino cam-
la d1recci6n de la 

::::r;;r/ --, __ ~~ 
_M..1000 

4 tr aoo --+-+---+--!--+---+--

Oo !00 200 JOO 400 
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Fig 37-7 Mododedesignarlospfanoscristalinos 
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aestad1recci6n 
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'l··,:~-I-h 
~----~ 

H 
Curva de magnetizaci6n 

de hierro policristalino. 

37-13 



37-14 



37-15 



B 
(gauss)/ 

Fig. 37-12 La curva de hist8res1s del 
AlnicoV 
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Tabla 37-1 

JP'rnpieclades de algu.nos materiales ferromagneticos 

Material 

("' 5.000) 0,004 

12.000 0,05 
4.000 0,6 

13.000 550, 

37-5 Materia!es ma.gneticos fuera de lo comUn 

I 1 I J 1 I 1 
lb) 

I \ I 1 ll 1 !'. 
id) 
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Elasticfrlfoul 

38-1 Ley de Hooke 

38-2 Deformaciones especificas unifor-

38-3 La barra de torsiOn; ondas de 
co rte 

38-4 La viga llexionada 

38-5 F1exi0n lateral 

Releer: Capitulo 47, vol. I, Sonido. La ecuaci6n de onda 

38-1 ILey de Hooke 

El tema de la elasticidad trata el comportamiento de las sustancias que tienen 
la propiedad de recuperar su tamaiio y forma cuando se quitan las fuerzas que pro
ducen deformaciones. Encontramos esta propiedad el:lstica en cierta medida en 
todos los cuerpos s6lidos. Si tuvi6ramos tiempo de tratar el tema extensamente, 
tendriamos que examinar muchas cosas: el comportarniento de materiales, las !eyes 
generales de la elasticidad, la teoria general de la elasticidad, la maquinaria at6mica 
que detennina las propiedades el:lsticas y finalmente las limitaciones de las !eyes 
el:lsticas cuando las fuerzas se vuelven tan grandes que hay flujo plistico y fractu
ras. Tardaria mils tiempo del que tenemos para cubrir todos estos temas en detalle, 
asi que tendremos que dejar de lado algunas cosas. Por ejemplo, no discutiremos la 
plasticidad o las lirnitaciones de las leyes elii.sticas. (Tocan10s brevemente este tema 
al hablar de las dislocaciones en metales.) Tampoco podremos discutir los mecanis
mos intemos de la elasticidad -asi que nuestro tratamiento no tendril la "comple
tidad" que hemos tratado de alcanzar en los primeros capitulos-. Nuestra prip.cipal 
intenci6n es farniliarizarlos con algunas de las maneras de tratar problemas prilcticos 
tales como la flexi6n de vigas. 

Cuando presionan un trozo de material, "cede" -el material se deforma-. Si la 
fuerza es lo suficientemente pequefia, el desplazamiento relative de los diversos 
puntos en el material es proporcional a la fuerza -decimos que el comportamiento es 
elcistico--. Solamente dlscutiremos el comportamiento elii.stico. Primera escribiremos 
las !eyes fundamemales de la elasticidad y luego las aplicaremos a un cierto nllmero 
de situaciones diferentes. 

Supongan que tomamos un bloque rectangular de material de longitud !, ancho wy 
altura h, como muestra la figura 38-1. Si tiramos de los extremos con una fuerza 
F, la longitud aumenta una cantidad i1 l. Supondremos en todos los cases que la va
riaci6n de longitud es una fracci6n pequeiia de la longitud original. En efecto, para 
materiales coma la madera y el acero, el material se romped si la variaci6n de lon
gitud supera 
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Fig. 38-1. El estiramiento de una ba
rrasometidaatensi6nuniforrne 

un porcentaje pequeiio de la longitud original. Para una gran cantidad de materiales, 
los experimentos demuestran que para alargamientos suficientemente pequeiios la 
fuerza es proporcional al alargamiento: 

F"' !!./. '(38.1) 

Esta relaciOn se conoce como la ley de Hooke. 
El alargarniento .1 l de la barra tambi6n depended de su longiti;,d. Podemos 

hallar c6mo por el siguiente razonarniento. Si pegamos dos bloques id6nticos, ex
trema con extremo, las mismas fuerzas actUan sobre cada uno de los bloques; cada 
uno cedeni .1 l. Entonces, el estiramiento de un bloque de longitud 2/ seria dos veces 
mayor que el de un bloque de igual secci6n transversal pero de longitud !. Para 
tener un nfunero mas caracteristico del material y menos que de cualquier fonna 
particular, escogemos el cociente t1!/l entre el alargamiento y la longitud original. 
Este cociente es proporcional a la fuerza pero independiente de /: 

(38.2) 

La fuerza F tambi6n dependerit de! 3.rea del bloque. Supongan que ponemos dos 
bloques uno junta al otro. Entonces, para un estiramiento .1/ dado tendriamos la 
fuerza F sabre cada bloque, o el doble en la combinaci6n de los dos bloques. Para 
un estiramiento dado la fuerza debe ser proporcional al area de la secci6n transver
sal A del bloque. Para obtener una ley en la cual el coeficiente de proporcionalidad 
sea independiente de las dimensiones de! cuerpo, escribirnos la ley de Hooke para un 
bloque rectangular en la forma 

esfuerzo = (rn6dulo de Young) x (deformaci6n especifica). 
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L\w L\h L\/ 
w-=h= er/' (38.5) 

38-2 !Deformaciones especfficas 1.m.llfoirmes 

Fig. 38-2. Una barra somet1da a pre
s16n h1drost8t1ca un1forme 
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Fig 38-3 La pres16n h1dmstat1ca es la superpos1c16n detrescompres1oneslongitud1 

nales 

con una presi6n p, 

t.11 p 
T -v· 

asi que 

de los tres problemas --esto es, tomando 

~ ~ - f (I - 2<T). (38.6) 
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Par supuesto, el problema es simCtrico en las tres direcciones, de lo cual se deduce 
que 

(38.7) 

La variaci6n de volumen bajo una presi6n hidrostcltica tambi6n es de alglin inte 
res. Como V = Iwh, podemos escribir, para desplazamientos pequeiios, 

~~¥+~+~· 
Usando (38.6) y (38.7), tenemos 

~ ~ -3 ~(I - 2o-). (38.8) 

A algunos les gusta llamar a .1 VIV la defonnaci6n de volumen y escriben 

p~ 

proporcional a la deformaci6n de volumen --la ley de 
coeficiente K se llama m6dulo de elasticidad de volumen; 

constantes por 

K~ (38.9) 

Como K es de alglln interes prilctico, muchos manuales dan Y y K en lugar de Y 
y a. Si buscan a, siempre pueden obtenerla de la ecuaci6n (38.9). Tambi6J. podemos 
ver que segUn la ecuaci6n (38.9) la razOn de Poisson a debe ser menor que un me
dia. Si no fuera asi, el m6dulo de elasticidad de volumen seria negative y el material 
se clilataria al aumentar la presi6n. Esto nos pennitiria extraer energia mec:lnica de 
cualquier bloque que haya por ahi -significaria que el bloque estil en equilibria 
inestable-. Si empezara a dilatarse continuaria por si mismo con una liberaci6n de 
energia. 

DL ' 

' 

' 
~ 

Fig. 38-4. Deformaci6n uniforme de 
corteenuncubo. 

Ahora queremos considerar lo que sucede cuando aplican una deformaci6n "de 
corte" sobre algo. Por deformaci6n de corte entendemos la clase de distorsi6n 
mostrada en la figura 38-4. Examinemos previamente las deformaciones especificas 
en un cubo sujeto a las 
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Fig. 38-5. Un cubo con fuerzas de 
compresi6n en las caras superior e infe
rior, eigualesfuerzasdetracci6nenlas 
latera\es. 

La variaci6n de altura es simplemente menos esta expresi6n. 

@
GG 

(al 

. 

G 

G EA A 

Fig. 38-6 
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11D I+~ G 
D~-YA 

(Una diagonal se acorta; la otra se alarga.) 

)~
0

J!li~11111~l1111111;11tii1 
"'18 { 

: D I 
1<>----! -· 

(38.11) 

7/)777777 Fig. 38-7 El esfuerzo de carte 0 es 
2!W/O 

8 ~ 2 

esto en la forma de: "esfuerz.o = constante por deformaci6n espec!-

g ~ µ8 (38.13) 
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Fig. 38-8 Alargamiento sin contrac-
ci6n lateral 

- a (1; + 5-;)], (38.15) 

~ 0~~ 
T,; 

(38.17) 

(38.18) 
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Sustituyendo en (38.15), tenemos 

A menudo 
entonces 

Lll~ ~_YI (1 - ~) ~ ~ _l (!__-::_er~)~- (38.19) 
_ 1 - u A, Y I - u A, 

esto escrito al revf:s y con la expresi6n cuadrittica en a factoreada; 

f_ - __ l_-_rr__ y ~. 
A - (1 + u)(I - 2u) I 

(38.20) 

Young se obtiene multiplicado por una 
ver facilmente en la ecuaci6n (38.19), 

I. Es m:ls dificil estirar el bloque 
tambii:n significa que un bloque es 

que cuando no. 

"'~"' 
Una capa cilfndrica en torsi6n 

capatiene un;3 deform1ici6n decorte. 
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El esfuerzo de carte g en el material es por lo tanto I seglin la ecuaci6n (38.13)1, 

(38.21) 

el extrema de! cuadrado di-

el extrema de tal cuadrado produce un torque .1 r respecto al eje 

0 sea, usando (38.21), 

4.T = rt::.F = rgt::.lt.r. 

rg(27rr)llr. 

formada por 

T=27rµtf r3 dr, 

(aunque !os 
suma de !os 

(38.22) 

(38.23) 

(38.24) 

al cubo 

donde la integral va de r = 0 a r = a, el radio de la varilla. Integrando, tenemos 

(38.25) 
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(o) T11)-': ( -(~~~:-
____,-

--- ----
1 I I extrema 2 

Z Z-t-li.l 

Fig. 38-10 (a) Onda torsional en una varilla. (b) Un elemento de volumen de la varilla 

r(z + llz) ~ r(z) + (~) llz. (38.27) 

11M ~ (7ra 2 llz)p, 

donde p es la densidad del material. Obtuvimos en el capitulo 19, vol. I que 
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D.l = ~ pa
4 

Liz. (38.29) 

dicen que el torque es igual al momenta de inercia por la 

(38.30) 

Juntando todo, obtenemos 
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ya hemos estucliado el caso especial de la compresi6n de un material el:istico cons
trefiido. Tambi6n hemos estudiado en el capitulo 47, vol. I, la velocidad de las ondas 
sonoras en un gas. Siguiendo el mismo razonamiento pueden ver que la velocidad 
del sonido en un s6lido es igual a /¥7P, donde Y' es el "m6dulo longitudinal" 
---0 presi6n dividida por la variaci6n relativa de la longitud- para el caso de cons
tricci6n. Es precisamente el cociente entre ,1//l y F /A obtenido en la ecuaci6n 
(38.20). Asi pues, la velocidad de las ondas longitudinales estit dada por 

2 Y' 1 - <1 Y 
C1nng ~ -p ~ (l + er)(! _ 2cr) P · (38.33) 

Mientras a est6 entre cero y 1 /2, el m6dulo de torsi6n µ es menor que el m6du
lo de Young Y y adem:is, Y' es mayor que Y, asi que 

µ. < y < Y'. 

Esto significa que las ondas longitudinales viajan mas r<lpido que las ondas de carte. 
Una de las formas m:is precisas de medir las constantes el:isticas de una sustancia es 
midiendo la densidad del material y las velocidades de los dos tipos de ondas. De 
esta informaci6n se puede obtener Y y a. A prop6sito, midiendo la diferencia en el 
tiempo de llegada de las dos clases de ondas provenientes de un terremoto el sisrn6 
logo puede estimar -alm s6lo con las seil.ales recibidas en una sola estaci6n- la dis
tancia al temblor. 

38-4 La viga llexionada 

Ahora examinaremos otro tema pr;lctico: la flexi6n de una barra o una viga. 
l,Cuitles son las fuerzas cuando flexionamos una barra de secci6n transversal arbi
traria? Lo estudiaremos pensando en una barra de secci6n circular, pero nuestra 
respuesta servir3. para cualquier forma. Sin embargo para ahorrar tiempo, recorta
remos un poco de modo que nuestra teoria ser:i solamente aproximada. Nuestros 
resultados ser:in correctos solamente cuando el radio de flexi6n sea mucho mayor 
que el espesor de la viga. 

Fig. 38-11. Una viga flexlonada. 
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~--

super:e 
neutra 

!J.y 

(b) 

sobre una faja pequeiia en y 
ncutra. 

(38.34) 
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neutra en una de las caras de! segmento de !a figura 38-12 

;m ~ f ydF. (38.35) 

secciOntransversal 

Seglm !a ecuaci6n (38.34), dF = Yj/RdA, asi que 

I~ (38.37) 

I Fig. 38-13 Una v1ga "I" o doble 

* Por supuesto, es realmente el momento de inercia de una rebanada de masa unita
ria por unidad de 8.rea 
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Fig. 38-14. Una viga voladiza con un 
pesoenunextremo. 

Como solamente estamos interesados en 
es el caso en estructuras de ingenieria
con l y tomamos 

(38.38) 

(38.39) 

Tambi6n necesitamos conocer el momento de flexi6n ~. Es una funci6n de x 
porque es igual al torque con respecto al eje neutro de cualquier secci6n. Des 
preciemos el peso de la viga y tomemos solamente la fuerza hacia abajo W en el 
extrema d\~ la viga. (Pueden incluir el peso de la viga ustedes mismos, si quieren.) 
Luego, el momenta de flexi6n en x es 

:m(x) = W(L - x), 

porque este es el torque ejercido par el peso W con respecto al punto x -el 
torque que la viga debe soportar en x-. Obtenemos 

W(L - x) = ¥ = YI~ 

d2; w 
dx2 = Yi (L - x). (38.40) 

La podemos integrar sin ningUn artificio; obtenemos 

(38.41) 

suposici6n de que z(O) = 0 y que dz I dx tambien es cero en 
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forma de !a viga. El desplazamiento <let extrema es 

z(L) ~ (38.42) 

el desplazamiento del extreme de una viga aumenta con el cubo de la lo~gitud. 

to) 
(b) 

38-5 FlexiOn lateral 

Fig. 38-16. Una viga flexada 
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;m(x) ~ Fy. 

Usando la ecuaci6n de la viga (38.36), tenemos 

!] ~ Fy. 

y = Ksen7rx/L. 

Tomando la derivada segunda, tenemos 

d'y -
dX2 -

Comparando esta con la ecuaci6n (38.45), vemos que la fuerza es 

es mayor que 

(38.43) 

(38.44) 
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\ 

I _ de 
R - d§. 

38-17 las coordenadas S y () 

Por lo tanto, podemos escribir la ecuaciOn exacta (38.44) en la forma 

Si derivamos esta ecuaci6n con respecto a S y reemplazamos dy/dS por sen e, 
obtenemos 
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Fig. 38-18 
flexada 

de una varilla 
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39- l El tensor de defonnaciOn especi
lica 

39-2 JEI tensor de elasticidad 

39·3 Los movimientos dentro de un 
cuerpo el3stico 

39-4 Comportamiento no el3.stico 

39-5 C3.lculo de las constantes el:is
ticas 

39-1 El tensor de deformaciOn especffica 
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u r' - r. (39.l) 

".=. = 0.. 
x l 

Escribiremos u x en es ta form a: 

de proporcionalidad e xx es, por supuesto, iguaJ a !J.l/l. (Pronto verii.n 
un subindice doble.) 

I I 

p~p' 
I I 

I 

39-2. Una deforrnaci6n hornoge 
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Fig. 39-3. Una deformaci6n homog8-
nea de corte. 

Si la deformaci6n no es uniforme, la relaci6n entre u x 
otro en el material. En el caso general definimos e xx por 
di/! local, es decir por 

Este nUmero 
gamiento en 
puede haber 

(39.3) 

Tambien necesitamos poder describir las deformaciones tipo carte. Imaginemos 
un cubo pequefio delimitado dentro de la gelatina inicialmente no perturbada. Cuan 
do la gelatina se defonna, este cubo puede transformarse en un paralelogramo, como 
se ve en la figura 39-3*. En esta clase de deformaci6n, el movimiento seglln x de 
cada particula es proporcional a su coordenada y, 

(39.4) 

Y tambi6n hay un movimiento seglln y proporcional a x, 

e 
u11 = 2 X. (39.5) 

Asi pues, podemos describir ta! deformaci6n de corte escribiendo 

total de corte en dos partes iguales y 
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(39.6) 

Pern h~y 1.ina dificu!tB.d. Supongan q_ue !os desplazamientos ux y uy cstuvicran dados 
por 

e e 
U~ = 2 y, Uy = - 2. 

e,. = eyx = t(au,/ax + au,/ay). 

(39.7) 

e,, = t(au,/ax + au,/ay), 
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~ ~(au;/ax, + au,/ax;), (39.8) 

donde i y j pueden ser l, 2 y 3 

(39.10) 

donde <.1.J
1
J es un tensor antisimetrico, 

w,1 = ~(au1/ax1 - aujaxJ, (39.11) 

que 

39-2 El tensor de elasticidad 
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(39.13) 

total W realizado al deformar el cuerpo es la integra! de W sobre su 

W = t{Cxxxxe;x + 
+ 
+ (39.15) 
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la energia no debe cambiar. Para un cristal cU.bico debe ser 

(39.16) 

(39.17) 

Para un cristal cUblco, entonces, la densidad de energia tendr:i este aspecto: 

e,,e,,) (39.18) 

alm mas 
que 

(39.19) 
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39-3 Los movimicntos dentro de un cuerpo elastico 
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Fig. 39-5. Un elernento pequerlo de 
vo1urnen V !irnitado par la superficie A. 

de las fuerzas internas y externas es igual a la masa 

(39.24) 

aceleraci6n. Ahora podemos combinar las 

+pr) dV 

Simplificaremos la escritura definiendo 

f ~ -foxt +pr. 
Luego, la ecuaci6n (39.25) se convierte en 

F'"' ~ ffdV 

llarnado F int est a relacionado con 
Su fue definido (capitulo 31) de 

a traves de! elemento de superficie da, 

(39.25) 

(39.26) 

(39.27) 

dF, ~ (S.,n, + S,,n, + S.,n,) da. (39.28) 

La componente x de Fint sobre nuestro pequeiio trozo es entonces la integral de 
dFx sobre la superficie. Sustituyendo esto en la cornponente x de la ecuaci6n (39.27), 
obtenemos 

T enemos una integral de 
--y esto nos recuerda algo que 
primer subindice 

+ S,,n, + S,,n,) da ~ ff, dV. (39.29) 
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Ahora podemos suprimir las integrales de volumen y escribir la ecuaci6n diferencial 
para la c9mponente general de fen la forma 

·(39.31) 

Esta expresi6n dice c6mo estit relacionada la fuerza por unidad de volumen con el 
tensor de esfuerzo Sij. 

La teoria de los movimientos dentro de un s6lido procede de esta manera. ~i 
empezamos conociendo el desplazamiento inicial -dado por u, digamos·- podemcis 
obtener las defonnaciones eif A partir de las deformaciones podemos obtener los 
esfuerzos usando la ecuaci6n (39.12). A partir de los esfuerzos podemos obtener la 
densidad de fuerza fen la ecuaci6n (39.31). Conociendo f, podemos obtener de la 
ecuaci6n (39.26), la aceleraci6n r de! material, que nos dice c6rno est.in variando 
los desplazamientos. Juntando todo obtenemos la horripilante ecuaci6n de movimien
to para un s6lido el.:istico. SOio escribiremos a continuaci6n el resultado que se obtie
ne para un material is6tropo. Si usan la ec~aci6n (39.20) para Su y escriben la ey 
corno 1(3uJOx

1 
+ 3u/3x,), llegan a la ecuac16n vectorial 

f = a 'V(V · u) + b 'V 2u, 

p ~~ = (X + µ) v(v u) + µ V2u. (39.33) 
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don de 

"¥ Mi= 0, x ~ 0. (39.35) 

su~t1!uyendo l1!l por lllll + iLll2 en (39.33), obtenemos 

Podemos eliminar lUl 1 tomando !a divergencia de esta ecuaciOn, 

los operadores (V 2
) y (\7), podemos sacar !a divergen" 

v · {p a2,. 2/a1 2 - (A + 2µ) v2u 2) ~ 0. (39.37) 

cl rotor del corchcte ! f tambiE:n es cero, as] 
nulo y 

(39.38) 
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Fig. 39-6. Medici6n de esfuerzos in
ternos con luz polarizada. 
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39-4 Comportamiento mo el3stico 

aqm ocune 

o•-ro ,-'"'"'""'" 

un 
alcance un 

: 
' 

--~-
defomiaciOn especifica 

to) (b) 

39-9. (a) Un pedazo de tlZa rota halando de las extremos; (b) un pedazo rota 
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U(O) ~ U(O) + U'(O)o + ~U"(O)O' + !U'"(0)8 3 (39.40) 

El torque T es la derivada de U con respecto al ingulo; tendriarnos ento1Kes 

t(O) ~ U'(O) + U"(0)8 + ~U"'(O)e 2 + · (39.41) 

39-5 C:i!culo de 1as const.arntes el3sticas 
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I---- a -----! 

Fig. Oesplazamientos del primer y segundo 8tomos mas vecinos ae! §tomo 1 

horizontal entre el iltomo 1 y el 3.tomo 2 es 

(39.43) 

Noten que en primer orden, el desplazamiento seg{m y del itomo 2 no varia la lon
gitud del resorte entre el 3.tomo 1 y el 3.tomo 2. Sin embargo, para obtener la 
energia de deformaci6n de un resorte diagonal, tal como el que va al ii.tome 3, nece
sitamos calcular la variaci6n de longitud debida a los desplazamientos horizontal 
y vertical. Para desplazamientos pequefios respecto al cubo original, podemos escri
bir la variaci6n de distancia al :ltomo 3 como la suma de las componentes de ux y 
uy en la direcciOn diagonal, es decir 

7i (u, + u,). 

Usando los valores de Ux y uy de la tabla, obtenemos la energia 
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3.tomo 
posici6n 

0, a 

a,O 

O,a 

-a,O 

0,-a 

'fabla 39-1 

(exx+exv)a 

ezva 

(-exx + e.,y)a 

+ e,,1Ja 
-e,,11a 

u, 

k1 

(eyx + eyy)a kz 

eyyG k1 

(-e11 x + evv)a kz 

-evxa k1 

-(ev., + e1111)a k,2 

-evua .k1 

--------~~e~~--(evx --~~______!:_~--

Para 
de ocho 

total de todos los resortes en el piano xy, 
como (39.43) y (39.44). Llamando U0 a esta 

a' 
Uo ~ z +- '¥ (e., + + + e,,)

2 

(39.45) 

(39.46) 
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(k1 + 2k 2)a 2
, 

asique 

Pero dcbido a la simctria de nucstro cristal, Cw·i· - Cn'tt"' asi que tenemos 

= ~. 
a 

Por un proccso similar, tambiCn podcmos obtcncr 

FinalmcnLc, 
-como 
sultados 

quc 
antes 

tCrmino (JUC conlcnga 
argumcntos Jc ~imctria-. 
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culi.Mcos 

Na 0.055 0.042 0.049 
K 0.046 0.037 0.026 
Fe 2.37 1.41 1.16 
Diamond 10.76 1.25 5.76 
Al 1.08 0.62 0.28 
LiF 1.19 0.54 0.53 
NaCl 0.486 0.127 0.128 
KC! 0.40 0.062 0.062 
Na Br 0.33 0.11 0.13 
Kl 0.27 0.043 0.042 
AgCl 0.60 0.36 0.062 

Kjttel, lntroducci6n a la fisica def estado s6lido, Editorial Revertf:, Barcelona, 

diferente. Par cjemplo, 
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40-1 Hidrost3.tic21 

40-2 Las ecuaciones de movimiento 

40-3 Flujo estaciona.rio; teorema de 
Bernoulli 

40-1 Hidrost3tica 

40-4 CirculaciOn 

40-5 Lln.eas de vOrtice 

Suponemos que ya conocen las propiedades elernentales del agua. La principal 
propiedad que distingue un flUido de un s6!ido es que un flU.ido no puede mantener 
un esfuerzo de carte durante ninglln intervalo de tiempo. Si se aplica un esfuerzo de 
carte a un flllido, 6ste se movercl por efecto de dicho esfuerzo. Los liquidos espesos 
coma la miel se mueven mils lentamente que las flliidos coma el aire o el agua. La 
medida de la facilidad con la que un flliido cede al esfuerzo es su viscosidad. En 
este capitulo consideraremos s6lo situaciones en las que se puede ignorar las efec 
tos de viscosidad, las cuales senin considerados en el capitulo siguiente. 

Empezaremos considerando la hidrostdtica, o sea la teoria de liquidos en reposo. 
Cuanto los liquidos estim en repose, no hay fuerzas de corte (aUn en liquidos vis
cosos). Por lo tanto, la ley de la hidrost:itica es que los esfuerzos siempre son per
pendiculares a cualquier superficie dentro de! flllido. La fuerza normal por unidad de 
area se llama presi6n. El que no haya esfuerzo de corte en un flllido est<ltico impli
ca que el esfuerzo de la presi6n es el rnismo en todas direcciones (fig. 40-1). Dejare
mos que se entretengan demostrando 
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"Q' //"" ""><"' ~--~~/~~ 
""~! h ~ 
/

/ "'~ ~~· F.ig. 40-1. En un flu,do. esta"co la ~"I"'" fuwaporurndad 

""" ~ F ""/"" qu,er es normal a la 

es, par tanto, una 
ahora derivaremos un 

~cie~ 

p + pgh 

0 _,c-_•cc•~gh / 
' // / 

!iquido h / 

/"tatico / 

/ p=p
0
;h=O 

/ ;;~/{_'/_~ --~ - ,LIT F.ig. 40-2. La presi6n en un liquido 0/j// ""'00 
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40-3. La fuerza de presi6n resul
en un cubo es -VP par unidad de 

-Vp-pV¢~0. (40.1) 

p+pq,~const. 
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p = const. 

V·(pv) ~-·ti (40.2) 
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v' v ~ 0. (40.3) 

p X ( ace\eracion) ~ f. 

p X (ace\eracion) ~ -Vp - p V<J> + f,;". (40.4) 
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Fig. 40-4. La acelerac16n de una par
tfcula de flUtdo 

t::..x = Vz t::..t, t::..y = Vy t::..t, and t.z = v2 t.t. 

de las derivadas parciales -recuerden la ecuaci6n (2. 7}-- tene-

u(x + v, l!.t, y + v, l!.t, z + v, l!.t, t + 1!.t) 

~ u(x,y, z, t)-+ 

La aceleraci6n .1 v I At es 

+~v,!!.t+ 

+ ilu. at 

+ 

Podemos escribir esto simb6licamente ---tratando \7 como un vector- coma 

(u· V)u + ~· (40.5) 
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~ + (v · V)v ~ - "!f - V¢ , (40.6) 

dcnde 
us an do 

esta ecuaci6n en otra forma 

(v · W)v ~ (V )( v) X v + -~V(v · v). 

Si definimos un nucvo campo vectorial Q como el rotor de v, 

(40.7) 

se puede escribir !a identidad vectmia! en la forma 

(v · '<')v ~ il X v + t Vv 2, 

y nuestra ecuaci6n de movimiento ( 40.6) se transforma en 

( circulaci6n) = f v · ds. 

a;;+ X (!"• X v) ~ 0. (40.9) 
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Esta ecuaci6n, junto -con las ecuaciones 

,Q = w xv (40.10) 

W·v = 0, (40.JI) 

" . v = 0, " x v = o. 

40-3 !Flujo estacimmrio; teorema .de !Bernoulli 
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de modo qu~ 

Fig. 40-5. Lineas de cornente en el 
flujoestacionario de unflUido 

~- + ~ v2 + </> ~ const (iinea de corriente). (40.13) 

'V (* + ~ v2 + <f>l ~ 0, 

* + ~ v2 + <f> ~ const (en todas partes). (40.14) 

'"'~
--~\, 

A, 

Fig 40-6 Mov1m1ento de un f\U1do 
en un tuba de flu10 
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Asi pues, tenemos la igualdad 

aumento de !a energia de una masa !J.M de\ flllido cuando va 
palabras, 

donde E 1 es la 
unidad de masa en 
laforma 

E ~ !v 2 + </> + U, 

~ ~ vl + </>2 + U2 - ~ vi -- ¢ 1 -- U, 

Pero hemos visto que !J.M = pAv!J.t, asi que obtenemos 

~+~vi+ ¢1 + U, ~;;; + ~ vl + ¢ 2 + U2, (40.17) 
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~-a ---

Po 
~--~--~-~-~--~ v~ 

Fig 40-7 Flu10 que sale de un tan 

Po = Po + !pv~al - pgh, 
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dequev 
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40-4 CirculaciOn 

" . v ~ 0, '\7 x v ~ 0. (40.19) 
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f v · ds = 27rrv. 

(40.20) 

Fig. 40-12 Agua con circulaci0n al 
desaguaruntanque 
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gz + -!mv2 
= const. 

Pero v es proporcional a l /r, asi que la forrna de !a superficie es 

(z - z0 ) ~ ~· 

40-5 Lffi.e2!s de vOrtice 

generales de! flujo de un flUido incompresib!e 

. v ~ 0, 

II. g V Xv, 

III. ~ +: v X (a X v) ~ 0. 

40-16 



lb) 

Un grupo de llneas de 

"'°'ontet'~'·' . rrnsmas\ineasenun 

(40.21) 
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lineas~d~'\\ 
"'°" "" .... w .J), ._,_. " 

Dire (~~movimiento 
- de L:~ 
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<1lfi-n Viscosid21d 

4ft-2 viscoso 

nUmero de Reynolds 
<111-6 JFlnnjo de Co!Ulette 

<1lll-l Viscosidadl 

que las !eyes de movimiento de un flliido 

W· v ~ 0. 
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Fig. 41-1 Anastre viscoso entre dos 

v=O 

La constante de proporcionalidad T/ se llama coeficiente de viscosidad. 
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s ~ (~V,,+ilv,,). xv 1/ ax ay (41.3) 

x = r cos wt, y = r sen wt, 

donde w = v/r. Las componentes x e y de la velocidad son 

Vz=-rwsenwt=-wy and vy=rwcoswt=wx. (41.4) 

SegUn la ecuaci6n (41.3) tenernos 

Sr.v = a J [ aw (xw) - - (yw) ~ " x - -ay ax 
(41.5) 
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Fig 41-3. El fluio de un flU1do entre 
dos cilindros concentricos que rotan a 
velocidadesangularesd1ferentes 

Para un punto en y = 0, Ow/Oy = 0 y xOu.1/8x es igual a rdw/dr. Por lo tanto, 
en ese punto / 

(41.6') 

dw A 
dr 1=3· (4!.8) 

Integrando tenemos que w varia con r asi 

(41.9) 

Las constantes A y B se deterrninan por las condiciones U) = Wo. 
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a, y r,; = r.v b en r = b. Obtenemos 

(41.10) 

de las ecuaciones (41.7) y (41.8): 

agua a 20°C, 71/p = 10-(, m 2/seg, 

aire a 20°C, ~/p ~ 15 X 10-0 m 2/seg. 
(41.12) 

(av, av1) + , ( ) sii = 11 aXj + ~ - 7l oij v · v , (41.13) 
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· v) (41.14) 

fvieo ~ "'1
2
u + (" + "') V(V · v). (41.15) 

Ahora podemos completar la ecuaci6n general de movimiento para un flliido 
real. Sustituyendo la ecuaci6n (41.15) en la ecuaci6n (41.1) obtenemos 

p (~ + (v · V)v) ~ -- v p - p v~ + "V 2v + (" + "') v(v · v). 

Es complicada; pero la naturaleza es asi. 
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Si coma antes, introducimos la vorticidad Q = \J x v, podemos escribir la ecua
ci6n en !a forma 

p I~ + n X v + ! vv2
) ~ - v p - p vq, + "V

2v 

+ (" + "') V(V u). (41.16) 

~¥ + v x (a x u) ~ ~ v'a (41.J7) 

41-3 El nUmero de Reynolds 

.Q = v xv (41.18) 
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para 

xz + y2 = ~-~. 
Esto especifica completamente el problema matemitico. 

x = x' D, y = y' D, z = z' D 

t = t1~- (41.20) 

g = V X v = ~ V' X v' = (41.21) 

Nuestra ecuaciOn principal (41.17) torna entonces la forma 

las constantes se condensan en un 50]0 factor que. siguiendo la tradici6n, 
1/<ll: 

(<1.22) 

~~ + v X (!1 X v) ~ (41.23) 
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"~ xv 
con las condiciones 

v = 0 

para 
x 2 + y 2 ~ 1/4 (41.24) 

= }, Vy= = 0 

para 
x2 + y2 + zz » 1. 

4 l-4 JFiujo transversal en tomo a l..ll!lll cilindlro ciH"cufar 
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Co 

estacionario 

~=O 

Fig. 4 1-4. El coeficiente de arrastre C0 de un cilindro circular en funci6n del nUmero de 
Reynolds 

Des el di:lmetro, I la longitud del cilindro y p la densidad de! liquido: 
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Fig. 4 i-6 Fluio transversal en torno aun cilindroparadiversosnUmerosde Reynolds 
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Fig. 41-7 Fotografiatomada porlud-
w19 Prandt de la '"calledev6rt1ces'" enel 
flu1odetrElsdeuncil1ndro 
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4 l ~5 El limite de viscosidad rnula. 
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41-6 IFlujo de Couette 

(a) (b) (o) (d) 
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Fig. 41-9 Por qu8 el flu10 se rompe en bandas 
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42- R curvos e111 dos dimen 412-6 !La 

42-2 !La curvaturn en el cspacio tridi 42-7 lLa curvat111rn del espacio-tiempo 
mensional 

~2-8 

42-3 Nuestro espacio es curvo 

42-4 Geometria en el espacio-tiempo 42-9 

42-5 JLa gravedad y el principio de 
equivalencia 

42-l Espacios curvos en dos dimensiones 

espacio-

la gravitaciim. de 
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el objeto se estira debido a la dilataci6n ti:nnica. Todas las cosas son mas largas en 
Jos lugares calientes que en los fries y todas las cosas tienen el mismo coeficiente de 
dilataci6n. Llamaremos "placa caliente" a la de tercer insecto aunque 
prefeririamos pensar particulannente en una placa caliente que sea 
fria en el centro y cada vez mas caliente aproximamos a los hor-
des (Fig. 42-3). 

Ahora vamos a imaginar que 
Aunque imaginemos que son ciegos, es que no pueden ver nada del mundo 
''exterior", pueden hacer muchas cosas con sus patas y antenas. Pueden dibujar 
lineas, pueden construir reglas y medir longitudes. Supongamos' prirneramente que 
comienzan con la idea mils simple de geometria. Aprenden a trazar una recta -·defi
nida como la linea mas corta entre dos puntos--. Nuestro primer insecto -vean la 
figura 42-4- aprende a trazar muy buenas rectas. Pero lqui: sucede con el insecto 

de la esfera? Traza SUS rectas corno la rnenor distancia -para el- entre dos 
puntos, corno se ve en la figura 42-5. A nosotros nos parecera una curva, pero el in
secto no tiene med.ios para salir de la esfera y descubrir queen "realidad" hay una 
linea mils corta. Sabe simplemente que si intenta en su mundo otra trayectoria, siem
pre ser3. m3.s larga que su recta. Perque debemos reconocer que su recta es el arco 
m:is corto entre dos puntos. (Por supuesto, es un area de circulo miximo.) 

Fig. 42 -5. Construcci6n de una "rec
ta" sabre una esfera. 

Finalmente, nuestro tercer insecto --el de la figura 42·3-· dibujar:l igualmente su 
"recta" que a nosotros nos parecerit una curva. Por ejemplo, la menor distancia 
entre A y B en la figura 42-6 ser:l una curva coma la indicada. lPor qui:? Porque 
cuando la linea se curva hacia la parte mas caliente de la placa caliente, las reglas 
se vuelven mis largas (desde nuestro punto de vista omnisciente) y bastan menos 
"metros" puestos en fila para ir desde A hasta B. Por lo tanto, para et la linea es 
recta ··-no tiene manera de saber que pudiera haber alguien fuera, en un extrafio 
mundo tridimensional que pudiera llamar "recta" a una Hnea diferente. 
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42-1 lnsecto sobre una superf1-

Fig. 42-2. lnsecto sabre .Jna esfera 

Fig 42-3 lnsecto sabre una placa 
cal1ente 

42-3 



Construcci6n de una "rec

placa caliente 

C
]1oocm ~~Cle) (o) (b) r r 

~ ~ r 
cm 0 r 

o+b+c~IB0° r 
100 cm. 42-7. Un Cuadrado, un tnflngulo 
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Fig 42-8. lntento de construr;c16n de 
un "cuadrado'" sabre una esfera 
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42-10. Sabre una 
puede tener tres de 

Fig. 42-11. Canstrucci6n de un drcu
lo sabre una esfera 

es menor que 2n por el radio. (Pueden ver que debido a la sabiduria de 
tridimensional esto resulta evidente, ya que cuando habla de! "radio" 

a una curva mds larga que el radio verdadero de drculo.) Supongan 
la esfera ha leido a Euclides y decide predecir un radio dividiendo 
C por 2n; obtiene 

que el radio 
podra definir 

c 
rprP<\=2;-· 

largo 

rmed-rpred= re1::ceso• 

y estudiar c6mo el exceso radial depende de! tamail.o de\ circulo. 

(42.1) 

(42.2) 
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* Excepto para el punto enelinfinito. 

42-7 



42-13. Un "drculo" sabre una 
en forma de silla de montar 

Fig. 42-14. Espac10 bid1mens1onal 
concurvaturaintrlnsecanula 
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42-2 La curvatura en el espacio tridimcnsional 

Fig. 42-15. El exceso radial puede ser 
d1ferente para cfrculos con d1ferentes 
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42-3 Nuestro espacio es curvo 

42-10 



t Nadie -ni Einstein- sabe cOmo hacer las cosas ~i la materia est:i concentrada en 
puntos 

"' Aprox1madamente, porque la densidad no es 1ndependiente del radio como estamos su 
poniendo 

42-11 



42-4 Geometria en el espacio-tiempo 

42-12 



42-5 La gravedad y el principio de equivalencia 

42-13 



412-6 La velocidad de los relojes en un campo gravitacional 

42-14 



CRELOJ B 

I\ 
l,'Ji\ 

/i I\\\ 72-16 Cohete espac1al que ace 

Fig. 42-17 Un relOJ en la cabeza de 
I' 

POSICION d _____. \ un cohete espacral que acelera parece /\ 

adelanta<se 1especto a un 1e~~;;C~~:':~ ~.- ~\ @/ •::•\I 

!9' rf· 
I j_ J__,, 

'""°)m '""°""' ·~ 
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Asi pues, tenemos la siguiente relaci6n para !os dos relojes de la nave espacial: 

(frecuencia de sei\a!es en el receptor) = (Frecuencia de sei\ales en el emisor} (1 +¥ff-) (42.6) 

donde H es la altura de! emisor sobre el receptor. 
S egim el principio de equivalencia el mismo 

jes separados por la altura H en un campo 
caida fibre igual a g. 
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hw = E1 - Eo. 

gH 

emita un fot6n y vaya al 
nuevamente al suelo. En 

~¥ gH, 

asi que hemos realizado una cantidad neta de trabajo igual a 

(42.7) 

(42.8) 

mis 
la 

(42.9) 

(42.10) 

(42.ll) 
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El fot6n no puede llegar al piso precisamente con la energia £ 1 -£0 con la que 
pa~O, sin? con. u~1a energia un poc_o menor. De otra manera se .habia perdido cierta 
energia. S1 sustttwmos en la ecuaciOn (42.l I) el .1.U que obtuv1mos en la ecuaci6n 
(42.10) obtenemos que el fot6n llega al suelo con la energia 

Pero ~ fot6n con energia £1 tiene la 
cuencia de! fot6n emitido -que seglin 
resulta<lo de la ecuaci6n da nuevamente 
fot6n al ser absorbido sobre el suelo y al 

Se puede obtener ahora el mismo resultado de 
cuencia w 0 tiene la energia £ 0 = liw 0 • Como la 
cional £ 0 /c2 el fot6n tiene una masa (que no 
"atraido ·· por la tierra. Cayendo desde la altura 
(flw0 /c2)gH, de manera que llega con la energia 

42-7 La curvatura del espacio-tiempo 

(42.12) 

Ahora queremos relacionar lo que hemos estado diciendo con la idea del espa 
cicFtiempo curvo. Ya hemos puntualizado que si e! tiempo transcurre con diferente 
rapidez en lugares diferentes. es anitlogo al espacio cun·o de la placa caliente. 
Pero es mils que una analogia: significa que el espacio-tiempo es curvo. Tratemos de 
hacer alguna geometria en el espacio-tiempo. Esto puede parecer extraii.o al principio 
pero frecuentemente hemos construido diagramas en el espacio-tiempo representando 
distancias seglin un eje y tiempo seglln otro eje. Supongan que tratamos de construir 
un rectiingulo en el espacio-tiempo. Comenzamos por trazar un gr2.fico de a!tura H 
en funci6n de t coma en la figura 42-18(a). Para construir la base de 
tingulo tomamos un objeto que en reposo estii. a la altura H; y seguimos su 
de urjve:so durante 1.00 segundos. Obtenemos la linea BD de !a pane (b) de 
gura que es paralela al eje t. Tomemos ahora otro objeto que esti: 100 metros 
el primero en t = 0. Pane de! punto A en la figura 42-JS(c)_ Ahora seguirnos su 
line.a de universo durante JOO 

R. V. Pound y G. A. Rebka, Jr. Physical Revie\.\· Lellers, vol. 4, p8.g. 337 (1960) 
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Fig. 
de un 

segundos medidos por un reloj en A. El objeto va de A a c. como se muestra en la 
parte (d) de la figura. Pero notemos que como el tiempo transcurre con rapidez di
ferente a las dos alturas -hemes supuesto que hay un carnpo gravitacional- los dos 
puntos C y D no son simult<ineos. Si queremos completar el cuadrado trazando una 
linea al punto C' que est.9. 100 metros sobre D al mismo tiempo, como en la figura 
42-l8(e). los !ados no empalman. Es esto lo que queremos significar cuando decimos 
que el espacio-tiernpo es curvo. 

42-8 El movimieoto e1m eD espacio-tkmpn cwvo 

Consideremos un juego de ingenio interesante. Tenemos dos relojes identicos. 
B, ubicados juntos sobre la superficie de la tierra como en la figura 42-19. 

ahora el reloj A hasta cierta altura H, lo dejamos ahi un rato y lo Ileva
mos nuevamente al suelo de modo que Uegue precisamente en el instante en que el 
reloj B ha avanzado 100 segundos. El reloj marcaril algo asi como 107 segundos. 
porque marchO mils rilpido cuando estaba en el aire. Ahora bien. l!ste es el juego de 
ingenio. l,COmo debemos mover el reloj A de manera que marque el mayor tiernpo 
posible -suponiendo siempre que regresa cuando B marca 100 segundos? Ustedes 
diriln: ··Es faciL Simplemente lleve a A tan alto como pueda. Por lo tanto andara 
lo mils rapidamente posible, y marcaril la rni:x:ima hora cuando regrese". Equivoca
do. Olvidan alga: tenernos solamente 100 segundos para subir y bajar. Si vamos 
muy alto, debernos ir muy r:ipido para llegar alli y regresar en 100 segundos. Y no 
deben olvidar el efecto de la relatividad especial seglm el cual Jos relojes en 
movimiento se atrasan en el factor V 1 -v-/c-. Este efecto relativista actlla en el 
sentido de hacer que el reloj A marque menos n·empo que el B. Ven que tenemos una 
especie de juego. Si nos quedamos quietos con el reloj A obtenemos 100 segundos. 
Si subimos lentamente hasta una pequeii.a altura y regresamos lentamente. podemos 
obtener un tiempo algo menor que 100 segundos. Si vamos un poco mils alto. puede 
ser que podamos ganar un poco mils. Pero si vamos demasiado alto tenemos que 
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funciona todo 
frecuencia de un 

(42.13) 
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lV =;'.' w0Vl=.~2;c2. 

w ~ w0(l - o2/2c 2), 

y el atraso de frecuencia de nuestro reloj es 

Combinando los dos terminos (42.13) y (42.14) tenemos que 

Tal 

(42.14) 

(42.15) 

simedi 

(42.16) 

la integral de\ tennino adicional con 
respecto 

(42.17) 

42-9 La teoria de la gravitaci{m de Einstein 

de Newton a 
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